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Vereinfachter Beweis eines Identitätssatzes 
für Polynome. 


Von Hans Rohrbach in Göttingen. 


Der Hassesche Beweisansatz für die Riemannsche Vermutung über Kongruenz- 
zetafunktionen im Falle eines algebraischen Funktionenkörpers vom Geschlechte g > 1, 
der dem Hasseschen Beweis für den Fall g = 1 nachgebildet ist, sieht u. a. den Nachweis 
der Identität zweier Polynome in einer Veränderlichen bei bestimmten Voraussetzungen 
vor. Den hierfür erforderlichen allgemeinen Satz habe ich in einer früheren Arbeit unter 
Heranziehung eines Satzes von GC. W. Borchardt über Potenzsummen bewiesen !). Mein 
Beweis läßt sich aber, wie ich im folgenden zeigen will, durch eine einfache Bemerkung 
wesentlich abkürzen. Insbesondere kann man den Satz von Borchardt, bei dessen An- 
wendung eine unangenehme Fallunterscheidung notwendig ist, ganz vermeiden. Zu- 
gleich ergibt sich eine kleine Verschärfung. Eine Ergänzung liefert der Zusatz. 

Um die Darstellung unabhängig von der Kenntnis der früheren Arbeit zu halten, 
führe ich den vereinfachten Beweis hier vollständig durch. Der Satz lautet: 

Es seien f(z) und g(z) normierte Polynome von gleichem Grade m. Ferner seien [,(z) 
bzw. g,(2), r=1,2,3,..., die normierten Polynome, deren Nullstellen die r-ten Potenzen 
der Nullstellen von f,(z2) = f(z) bzw. g,(z) = g(z) sind. Liegen dann die Nullstellen von 
f(z) sämtlich im Innern oder sämtlich im Äußern des Einheitskreises und ist mit hinreichend 
großem N 


(1) .G)=gll) fr r=1,2..,M0, 
so {st 

(2) 2) = g(2). 
ks genügt hierbei, 

(3) Nar"_3 


zu wählen. 

Beweis. 1. Es seien &,,%s:-:-.,%„ die Nullstellen von f(z), 1, %,-- -,%m die 
Nullstellen von g(z), je nach der Größe ihrer absoluten Beträge geordnet: 

alsials- Sim), lAlSISlS---<|anl. 

Für m = 1 ist der Satz (sogar mit N = 1) richtig, denn für f(z) = 2— a, g(z) = 3— a 
folgt aus 1— ax = 1 —.a’ die Gleichheit von x und a’. Man nehme also an, der Satz 
sei für Polynome (m — 1)-ten Grades bereits bewiesen. 

Liegen dann die Nullstellen von f(z) sämtlich etwa im Innern des Einheitskreises — 


(4) ls|la| s---s|o„|<1, 
und es genügt für den Beweis von (2), zu zeigen, daß 
(5) m = Om 


ist. Setzt man nämlich 
f,() = (2 — or) 9,2), 8,2)= (2 —0a,) y,@), 
so folgt aus (1), (4) und (5), daß mit hinreichend großem N 
o,(4)= y(i) fü r=1,2,..,N 


1) H. Rohrbach, Ein Identitätssatz für Polynome, Journal für die reine und angew. Math. 177 (1937), 5. 5560. 
Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 4. 25 














190 Rohrbach, Vereinfachter Beweis eines Identitätssatzes für Polynome. 


ist. Daher stimmen @(z) = g,(z2) und y(z) = y,(z) als Polynome (m — 1)-ten Grades 
auf Grund der Induktionsvoraussetzung überein, mithin auch f(z) = (z— x„) $ (z) 


und g(2) = (3 — &n) y(2). 
2. Nach Definition ist 


m U 


=), 8@)=H«—a), 
also auf Grund der Bedingung (1) 


(6) Hl—ar)= MI lM—a”) (r=1,2,...N). 
ı gel u u=1 2 


Multipliziert man (wie es im früheren Beweis geschah) schon diese Beziehung aus, so erhält man links bzw. rechts 
die alternierende Summe der elementarsymmetrischen Funktionen der x bzw. u . Das führt dann auf die eingangs 
genannte Fallunterscheidung. Um diese zu vermeiden, schließe man folgendermaßen weiter: 

Man setze Gleichung (6) fürr=2k undr=k(k 21, ganz) an und dividiere die 
so erhaltenen Gleichungen durcheinander. Dann erhält man 


m 


MA+ab)= IM (1 +4 0%) #12... |5]|) 


v=1 u=1 


d.h. 
(7) Zot+Z3okat+..-+olab-- ee at... Hartas.. a 


7 2 u<v M x ” u<v # 


fürk=1,2,..., z 


Wiederholungen (x = 1,2,..., m) bezeichne man nun der Reihe nach mit f,, Pa, - - -, Pn- 


Ihre Anzahl ist 
m m m . nu 
+) Hl) rten 


Analog seien 7, Ps, - - -, ß, mittels der x, definiert. Dann besagt (7), daß die ersten 


Die hier für k = 1 auftretenden Produkte der x, zu je x ohne 








| - | Potenzsummen der ß, mit den ersten Es Potenzsummen der p’, übereinstimmen. 

3). Nach (3) ist nun 
N 
% 
Daher folgt aus den Newtonschen Formeln, daß die ersten n elementarsymmetrischen 
Funktionen der ß, mit denen der f/, also auch die f, selbst ın einer gewissen Reihenfolge 
mit den ß/ übereinstimmen. Nach (4) gilt aber |ß,| <1(v»=1,2,...,n); also ist auch 
'ß.\|<Ai(r=1,2,...,n) und insbesondere 

sis. -SIchl<i. 

Es seien etwa ı absolut größte unter den &, vorhanden. Dann kommen unter den 
x/, da die ß, und ß/ in ihrer Gesamtheit übereinstimmen, ebenfalls : absolut größte vor, 
und die Zahlen dieser beiden Teilsysteme zu je i müssen aus demselben Grunde sämtlich 
einander gleich sein. Bei geeigneter Numerierung ist insbesondere x, = x, und damit 
nach Teil 1 die Behauptung (2) bewiesen. 

Zusatz. Der Satz gilt nicht mehr, wenn Nullstellen auf dem Einheitskreis oder 
zu beiden Seiten des Einheitskreises liegen. Haben nämlich f{z) und g(z) beide die 
Nullstelle 1, so ist (1) stets erfüllt, gleichgültig welche Nullstellen /(z) und g(z) sonst 


>" —i=n. 








besitzen. Sind ferner &,, &.-., %„ beliebige komplexe Zahlen mit I = 1,ıst m>2 


n=1 


m m 


gerade und /(z) -/ le Ku), g( 3=/ I: — hr so ist g,(z) =mj,(2), also g,(1)=f,(1) 


“ru 


für aller =1, in ohne daß /(z) ae g(z) übereinzustimmen brauchen. 


Eingegangen 31. August 198. 

















Ein Beitrag zur Theorie der geordneten Mengen. 


Von Erich George in Schneidemühl. 


$ 1. Intervalle. 

1. Definition 1. Eine Menge WM, in der gewisse Paare (a,, a,) voneinander ver- 
schiedener Elemente durch eine Relation a, <a, ausgezeichnet sind, heißt geordnet, 
wenn die Relation alternativ und transıtiv ist: 

a) Für je zwei voneinander verschiedene Elemente a, und a, aus M gilt eine und nur 
eıne der Relationen a, <a, und a, < a,. 

b) Aus a, <a, und a, <a; folgt a, < a;. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren angegeben, das aus einer geordneten 
Menge weitere geordnete Mengen abzuleiten erlaubt. 


2. Durch die Schreibweise a, < a, bringt man folgende Aussage zum Ausdruck: 
Es ıst a, <a, oder a, = A,. Die Relationen a, <a, A, <Ay,...,A,_ı <a, faßt man 
zusammen zu a, <a, <::*<.a,. Entsprechendes gilt, wenn ein Teil der Zeichen 
< durch < ersetzt ist. Aus Jeder der Relationen a, <a, <a,a, ZA, <Aa,Aa, <A, ZA, 
folgt a, <.a,, aus a, Sa, Sa, dagegen nur a, S a;. 

3. Ist a<b, so nennen wir die Menge ı aller Elemente x, für de asx sb gılt, 
ein Intervall von M und schreiben i = b—.a. Wir nennen a bzw. b das linke bzw. rechte 
Randelement, die Menge aller übrigen Elemente aus ı den Äern von ı. Der Kern kann 
leer sein. 

Wir bezeichnen künftig mit i, ’, i,, i, stets die Intervalle 

b—a,b—a,b,—a,b—a, wo a<b,a<b,a,<b,a,<b, 
vorausgesetzt wird. 

4. Definition 2. Wir schreiben: 

a) ı<ı statt a<b Sa, <b,.. 

b) ı>ı, statt asa, <b, Sb. 

c) ıx 1 statt a<a, <b <b.. 

di. sam; db, 

Diese Beziehungen nennen wir Lagebeziehungen. Für zwei Intervalle ı und z, gilt 
stets eine der Beziehungen i <i, u, <i, i>i, h>1, iX ii, 1, X 1. Im allgemeinen 
gilt auch nur eine von ihnen, nur die Aussagen i>i, und i,>i können zugleich be- 
stehen, nämlich für i = i.. 

Gilt {> i,, so nennen wir i, ein Unterintervall von i. Wir sagen auch, ı, sei ın ı 
enthalten, weil die Relation > i, dann und nur dann gilt, wenn jedes Element aus ı, 
in i enthalten ist. Ist c ein Element aus i, so schreiben wir i > c. 


Zwei Intervalle i und i, heißen fremd, wenn ı < it, oder ı, <ı gilt, verschränkt, 
wenn ix t, oder 1, x ı gilt. 


20* 
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9. Die einfachsten Eigenschaften der Intervalle folgen leicht aus den in Defi- 
nition 1 geforderten Eigenschaften geordneter Mengen, z.B. die folgenden Tatsachen: 

Satz 1. a) Aus i<tı, und i, <i, folgt i < i,. 

b) Aus ı>1i, und i,>i, folgt i> i,. 

0) Aw i<i,i>f, > ni i <i. 

d) Gilt ix ti, und i>V, so güt nicht i, x i. 

6. Die durch Definition 2a) festgelegte Relation ı < ı, ist nach Satz 1a) transitiv. 
Wendet man sie auf eine Menge paarweise fremder Intervalle an, so ist sie auch alternativ: 


Satz 2. Jede Menge paarweise fremder Intervalle wird durch die Definition 2a) 
geordnet. 


Aus Satz 1c) folgt: 


Satz 3. Ersetzt man jedes Intervall einer (durch Definition 2a)) geordneten Menge 
paarweise fremder Intervalle durch ein Unterintervall, so erhält man eine geordnete Menge 
paarweise fremder Intervalle. 


$ 2. Schachteln. 


1. Definition 3. Eine unendliche Folge F=i,i,... von Intervallen heißt eine 
Schachtel von M, wenn jedes Intervall der Folge das nächste enthält. 

Jedes ı, heißt ein Intervall aus F. Mit F, F’, F,, F} bezeichnen wir stets Schachteln. 
Insbesondere sei stets F=i,i,... und F=i,1,.... 

Entsteht eine Schachtel F, aus einer Schachtel # durch Streichung endlich oder 
unendlich vieler Intervalle, so nennen wir F, eine Vergröberung von F. 

2. Definition 4. Es sei c ein Element aus M, ı ein Intervall. Weiter seien F und F’ 
Schachteln. Wir schreiben: 

a) F>cbzw. F>i, wenn „> c bzw. „> i für alle ı, aus F. 

b) i>Fbzw. i<F bzw. F<i, wenn i>1, bzw. 1 <1, bzw. i, <i für wenigstens 
eın ı, aus F. 

ec) ix Fbzw. Fxi,wenn ıx ı, bzw. ı, x ı für fast alle ı, aus F (d. h. für alle mit 
endlich vielen Ausnahmen). 

d) F>F', wenn ,>F’ für alle i, aus F. 

e)F<F, wenn i, <i, für wenigstens ein Zahlenpaar (v, u). 

f}) Fx F, wenn i, x i, für fast alle Zahlenpaare (v, u). 

Für zwei Schachteln F und F’ gilt stets eine der Lagebeziehungen 

FsF, F>FR,.Fr<Ff, F <PR,  Fx ff, fxF. 

Im allgemeinen gilt auch nur eine von ihnen, doch können die Relationen # > F’ und 
F'>F zugleich bestehen, selbst dann, wenn nicht # = F’ (d.h. , = i, für jedes ») ist. 

Das Zeichen > lesen wir auch hier als „enthält“. Gilt F> F’, so nennen wir F 
eine Oberschachtel von F’, umgekehrt F’ eine Unterschachtel von F. Zwei Schachteln F 
und F’ heißen fremd, wenn F < F’ oder F’<F, verschränkt, wenn F x F' oder F x F 
ist. Sie heißen gleichwertig, wenn jede von ihnen die andere enthält. Es ıst z. B. jede 
Schachtel mit jeder ihrer Vergröberungen gleichwertig. 

3. Man erhält leicht folgende Sätze: 

Satz 4. It i>Fbzwı <Fbzw. F<i, so ist i> ı, bzw. , <iı bzw. 1 <ı, für 
fast alle ı, aus F. 

Satz 5. Aus i>F (bw. v<F bzw. F<i) und F>F, folgt i>F, (bzw. ı<F, 
bzw. FL <1ı). 

Satz 6. a) Au F<F, und F,<F, folgt F<F.,. 

b) Au F>F, und F,>F, folgt F>F,. 
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c) Aus F<F,; F>F;, F,>Fj folgt F'<F\. 

d) GitEFxF,undF>F', so güt nicht F, x F'. 

Satz 7. Jede Menge paarweise fremder Schachteln wird durch Definition 4e) ge- 
ordnet. Ersetzi man dann jede der Schachteln durch eine Unterschachtel, so erhält man 
wieder eine durch Definition Ae) geordnete Menge paarweise fremder Schachteln. 

4. Sind F und F’ gleichwertige Schachteln, so ergeben sich aus den soeben genannten 
Sätzen folgende Tatsachen: 

a) Aus F>c bzw. F>i folgt F'> c bzw. F'>i. 

b) Aus i>F bzw. i<F bzw. F <i folgt i> F’ bzw. i< F’ bzw. F'<i. 

c) Aus F<F, bzw. F,<F folgt F'<F, bzw. FR, <F'. 

d) Aus F > F, bzw. F,>F folgt F'>F, bzw. F,>F'. 

e) Aus F x F, bzw. F, x F folgt F'x F, bzw. F, x F'. 

Diese Tatsachen lassen sich zusammenfassen in den 

Satz 8. In jeder Aussage über Lagebeziehungen zwischen Schachteln, Intervallen 
und Elementen darf man jede Schachtel durch jede gleichwertige ersetzen. 


S$S 3. Spaltbare Schachtelmengen. 


1. Definition 5. Eine Menge © von Schachteln heißt spaltbar, wenn je zwei ver- 
schränkte Schachteln aus © eine in © enthaltene gemeinsame Oberschachtel besitzen. 

Wir verstehen künftig unter © stets eine spaltbare Schachtelmenge und bezeichnen 
ihre Schachteln mit kleinen Buchstaben f, f’ usw. 


2. Definition 6. Für zwei Schachteln f und f, aus © gelte [> f,, wenn © eine ge- 
meinsame Öberschachtel von f und f, enthält. 

Die Beziehung ff, gilt gewiß dann, wenn / und /, nicht fremde Schachteln sind. 
Sie kann aber auch dann gelten, wenn f mit f, fremd ist. 

Satz 9. Aus ff, und fi» fa folgt f» fa. 

Beweis. Es seien fi und f, gemeinsame Oberschachteln aus 5 von f und /, bzw. 
von f, und f,. Dann enthalten f, und f}’ die gleiche Schachtel /,, sie sind also nicht fremd. 
Daher besitzen sie eine gemeinsame Oberschachtel f' aus ©. Die Schachtel f’ enthält / 
und f,, also ist f» fa. 

3. Gilt {> f,, so nennen wir / mit /, äquivalent. Die Beziehung zwischen äqui- 
valenten Schachteln aus © ist transitiv, reflexiv und symmetrisch, spaltet also © in 
Klassen paarweise äquivalenter Schachteln. Diese Klassen nennen wir im folgenden 
A-Klassen. Wir bezeichnen sie mit kleinen griechischen Buchstaben, die Menge aller 
A-Klassen mit 2. 

Entnimmt man jeder A-Klasse eine Schachtel, so erhält man eine Menge paarweise 
fremder Schachteln, die sich durch Definition 4e) ordnen läßt. Dies führt zu der 


Definition 7. Sind f und f, Schachteln aus zwei verschiedenen A-Klassen x und 
und ıst [ <f, so si <P. 


Satz 10. In bezug auf die durch Definition 7 festgelegte Beziehung ıst 2 eine ge- 
ordnete Menge. 

Beweis. Sind f und /, Schachteln aus verschiedenen A-Klassen x und ß, so ist / 
mit /, fremd, es gilt also eine und nur eine der Relationen f < f, und /, </. Wir nehmen 
an, essei / < f,. Weiter seien f’ und fi zwei andere Schachteln aus x bzw. ß. Dann gibt es 
eine gemeinsame Oberschachtel f’’ aus x von f und f’, ebenso eine gemeinsame Ober- 
schachtel /j’ aus £ von f, und fi. Da f’’ mit f}’ fremd ist, so gilt eine der Relationen f"" </j 
und f}’ <f’’. Wegen Satz 6c) ist f’’ < fi’ und daher weiter f’ </f,. Es gilt also eine und 
nur eine der Relationen x < ß und ß <a. 
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Aus a <Pß und $ <y folgt x < y wegen Satz ba). 

A. Spaltbare Schachtelmengen lassen sich auf vielfache, oft trıviale Art angeben. 
Es ist z. B. jede Menge paarweise fremder Schachteln spaltbar, wobei jede der Schachteln 
für sich eine A-Klasse ist. Weniger triviale Beispiele erhält man, wenn man von © weitere 
Eigenschaften verlangt, etwa daß jede Schachtel von M wenigstens eine Schachtel aus © 
enthält. Dann ist & stets abgeschlossen geordnet im Sinne der folgenden Definition. 

Definition 8. Eine geordnete Menge heiße abgeschlossen geordnet, wenn folgende 
Bedingung erfüllt ıst: 

Bedingung I. Jede Schachtel von M enthält wenigstens ein Element aus M. 


Satz Il. Enthält jede Schachtel von M wenigstens eine Schachtel aus ©, so ıst 2 
abgeschlossen geordnet. 

Beweis. Es sei g = J,, Ja... eine Schachtel von 2. Es ist also J, = ©’ — a, 
wo x, und a,’ verschiedene A-Klassen sind und 

(1) a <a a, 
ıst. Es ıst zu zeigen, daß @ wenigstens eine A-Klasse enthält. 

Sınd fast alle a; oder a5’ identisch gleich x, so ist x in g enthalten. Wir nehmen 
also an, es seien weder fast alle x} noch fast alle x’ identisch. Wir können dann durch 
Streichung gewisser J, (Vergröberung von ) erreichen, daß alle x, und x,’ voneinander 
verschieden sind. 

Aus a) und «/' wählen wir eine Schachtel f” bzw. f/'. Da alle diese Schachteln paar- 
weise fremd sind, so läßt sich durch Vergröberung der f/ und f’ erreichen, daß schon ihre 


ersten Intervalle paarweise fremd sind. Wir bezeichnen diese ersten Intervalle mit 
„=b,— a, bzw W =b/ —a,. Wegen (1) gilt 


! ’ „ r / 4 dd 
fr < ARE < 4 < f, ’ also i, < +1 < + % e, ’ 

d.h. 
(2) a, <b Sr <br S aı <bhı Say <by. 


Hieraus folgt zunächst a, < @+ı <@&4ı <ay. Setzt man also ,= a, — a,, 
so ist f = 1,, ia, . . . eine Schachtel. Sie enthält — eine ERBEN] SB ©. Anderer- 
seits folgt aus (2), daß a, <b, <a), <a), sa, <b,, also f, <F<f/ ist. Dann 
ist auch / <f<f!'. Ist & die durch f bestimmte A-Klasse, so ist a <a<a). Da 


dies für jedes » gilt, so ist x ın & enthalten. 


$ 4. Abschließende Bemerkungen. 


1. Die rationalen Zahlen bilden eine geordnete Menge, wenn man durch a <b 
zum Ausdruck bringt, daß 5b — a eine positive Zahl ist. Diese Menge läßt sich, z. B. mit 
Hilfe von Intervallschachtelungen oder Dedekindschen Schnitten, zur Menge der reellen 
Zahlen erweitern. Die Methode Dedekinds ist von Hausdorff !) auf allgemeine geordnete 
Mengen übertragen worden. Entsprechendes haben wir hier für die Methode der Inter- 
vallschachtelungen (Schachteln) durchgeführt. 


Nun definiert Hausdorff ?) „Lücken“ in geordneten Mengen mit Hilfe von Schnitten. 
Wir definierten abgeschlossen geordnete Mengen mit Hilfe der Schachteln. Es lıegt nahe, 


1) F, Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, 1. Aufl. 1914, S. 90ff. Wir beziehen uns im folgenden auf diese 


Auflage. 
2) Wegen der im Text benutzten Begriffe Lücke, Stück, koinitial, konfinal, invers geordnet, Summe usw. 


vgl. Hausdorff, a.a.0.!), S. 71ff. 
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die abgeschlossen geordneten Mengen mit den geordneten Mengen ohne Lücken in Be- 
ziehung zu setzen. 

Es ist leicht zu sehen, daß eine geordnete Menge ohne Lücken stets auch abge- 
schlossen geordnet ist. Umgekehrt besitzt eine abgeschlossen geordnete Menge M gewiß 
keine Lücke, wenn folgende (in sehr allgemeinen Fällen geltende) Bedingung erfüllt ist: 


Bedingung II. Jedes Stück von M enthält eine endliche oder abzählbare Teilmenge, 
die mit ıhm koinitial und konfinal ist. 


Diese Bedingung ist z.B. dann gewiß erfüllt, wenn eine abzählbare Teilmenge 
von M existiert, von der jedes Intervall von M wenigstens ein Element enthält. 


Ist aber die Bedingung II nicht erfüllt, so kann eine abgeschlossen geordnete Menge 
Lücken aufweisen. Es sei z. B. ?) N eine geordnete Menge, deren Ordnungstypus mit der 
Anfangszahl der dritten Zahlklasse in der Zählweise Cantors übereinstimmt, und N* 
eine zu X ınvers geordnete Menge. Weiter sei WM = % + N* die Summe von W und W*, 
Dann besitzt M eine Lücke zwischen X und X*. Andererseits ist M abgeschlossen geord- 
net. In der Tat enthält offenbar eine Schachtel von M wenigstens ein Element, wenn die 
Randelemente ihrer Intervalle fast alle entweder in N oder in N* liegen. Eine Schachtel 
lj, la, .. von M könnte also nur dann kein Element enthalten, wenn die linken Rand- 
elemente der :, sämtlich in N, die rechten in N* liegen würden und die Menge der linken 
Randelemente mit N konfinal, die Menge der rechten Randelemente mit N* koinitial 
wäre. Nach Hausdorff ?) ist aber der Ordnungstyp von W eine reguläre Ordnungszahl, 
daher ıst N mit keiner abzählbaren Teilmenge konfinal. Es gibt also keine Schachtel der 
soeben geschilderten Art. 

Der Begriff der abgeschlossen geordneten Menge umfaßt also den Begriff der geord- 
neten Menge ohne Lücken, wenn er auch nur in recht allgemeinen Fällen über ıhn hinaus- 
geht. 


2. Wir nennen eine Schachtel konvergent, wenn sie höchstens ein Element enthält. 
Dann gilt der 

Satz 12. Die Menge der konvergenten Schachteln einer geordneten Menge ıst spaltbar. 

Beweis. Es seien F=i,i,,... und F=i/,ö,... verschränkte Schachteln. 
Es sei etwa F x F’. Durch Vergröberungen läßt sich erreichen, daß i, x ı/ für jedes 
Zahlenpaar (», «). Das linke Randelement jedes :, ist in # enthalten, ebenso das rechte 
Randelement jedes ;, in #’. Wir nehmen an, F und F’ seien konvergente Schachteln. 
Dann sind die linken Randelemente aller :, identisch und gleich dem einzigen in F ent- 
haltenen Element ec. Ebenso sind die rechten Randelemente aller :, gleich dem einzigen 
in F’ enthaltenen Element c’. Dann ist aber auch ce in F’ und c’ in F enthalten. Nun ist 
ce =+# c’'. Dies ist ein Widerspruch, da keine der Schachteln F und F’ mehr als ein Element 
enthalten sollte. Es sind also keine zwei konvergenten Schachteln verschränkt, daher ıst 
die Menge der konvergenten Schachteln in trivialer Weise spaltbar. 

3. Eine geordnete Menge, die kein Intervall mit leerem Kern besitzt, heißt dicht 
geordnet. 

Ist M eine dicht geordnete Menge, die der Bedingung II genügt, so enthält jede 
Schachtel von M wenigstens eine konvergente Schachtel, nach Satz 11 ist also die durch 
die Menge © der konvergenten Schachteln bestimmte Menge 2 abgeschlossen geordnet. 
Ist z. B. M die Menge der der Größe nach geordneten rationalen Zahlen, so ist Z der Menge 
der reellen Zahlen ähnlich. 


3) Ich benutze hier einen freundlichen Hinweis von Herrn Prof. Dr. Haupt, Erlangen. 
1) A.a.0.}), 8.131. 
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In dem eben angedeuten Beispiel erhalten wir nicht mehr, als sich auch mit Hilfe 
der Dedekindschen Schnitte erreichen läßt. Wir kommen zu allgemeineren Ergebnissen, 
wenn wir andere spaltbare Schachtelmengen benutzen. 

In einer demnächst erscheinenden Arbeit über einen topologischen Stoff wird unser 
Verfahren auf einen solchen allgemeineren Fall angewendet werden. Es tritt dort als 
topologische Invariante eine geordnete Menge auf, mit der eine Schachtelmenge invariant 
verknüpft ist. Diese Schachtelmenge ist spaltbar, und zwar in nicht trivialer Weise inso- 
fern, als sie im allgemeinen tatsächlich verschränkte Schachteln enthält. Unser Ver- 
fahren liefert dann in der Menge der zugehörigen A-Klassen eine weitere Invariante. 





Eingegangen 2. November 1938. 
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Zur natürlichen Geometrie der irreduziblen G. 
von Berührungstransformationen. 


Von Gerhard Kowalewski ın Dresden. 


Lie hat gezeigt, daß es in der Ebene im wesentlichen drei irreduzible Gruppen von 
Berührungstransformationen gibt, eine zehngliedrige, eine siebengliedrige und eine sechs- 
gliedrige, repräsentiert durch die Gruppe der Differentialgleichung y;3 = 0, und zwei 
Untergruppen von ıhr !). Wir wollen uns hier mit der siebengliedrigen Gruppe beschäf- 
tigen und für sie eine natürliche Geometrie im Sinne Gesäros und Picks begründen. 

Die Gruppe wird ın ihrer kanonischen Gestalt von folgenden infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugt: 


1 » 
P, 9 2949 ag + 229, 2P — Yıqm 994 Yılm Yıpt 5 40- 


Die endliche Darstellung lautet: 








L=4a,% 7 4gYı t 4s, 
y=br + bay + ba, 
(1) 1 1 
Ps (a,b, — a,b,)y + 5 a,b,2° + a,b, xy, + 7 asb,Y2 + a,b3X + agbsyı + C- 
Man kann ihr folgende Fassung geben: 
( Lt=4A4,% + AsYı + As, 
y,=br + bay + ba, 
1 1 1 
* en a 
(I ) \ l a ) Yı ) L Y ) 7Yı - N 
IzmnT a, A, Az . 
b, b, b; 
ÖOrdnet man jedem Linienelement x, y, 4, den Raumpunkt 
, , . 1 
(1) X=1, Y=y, Z=y— 7 2ı 


zu, eine Abbildung, mit der auch Lie operiert, so entspricht der Gruppe (1*) die Gruppe 
aller räumlichen Affinitäten, welche das Nullsystem 


(2) dZ + = (XdY — YaX) = 0 


in sich transformieren. Es wird nämlich vermöge (I) 
dy — Y,dr = (a,b, — azb,)(dy — yıda), 
d.h. etwas anders geschrieben, 
d3 + . (KA) — VAX) = (a,b, — a,b,) (az 4 - (XdY — Yax)). 


1) Vgl. Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen 2, Kap. 24, 
Journal für Mathematik. Bd. 180. Heft 4. 26 
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Die Erweiterung von (I) auf die fünfte Ordnung führt zu folgenden Aufstellungen: 

















= bi + b2Ye y, = (da — @d1)%s 
a, + Ayyy' (a, + a9)’ 

(a,b, — Qa,b,)Ya Br 3az(a, db, — a,5,)Y3 

(a, + Q395)* (a ta y) 

u (a,b, — a3b,)y;__10az(a,b, — azb)ysYyı , 1da?sla,b, — 40)y3 
(a, + 395)” (a, + a39,)° (a, + 4345)’ 
Aus den drei letzten Gleichungen folgt 
2 
0 (gi). 


Als untere Differentialgleichungen einer r-gliedrigen Gruppe von Berührungstrans- 
[ormationen werden diejenigen invarianten Differentialgleichungen bezeichnet, deren 
Ordnung in dem Spielraum 3,...,r— 2 liegt. Die vorliegende Gruppe hat offenbar 


zwei untere Differentialgleichungen, %;3 = 0 und y3%, — = y; = 0. Die Integralkurven 


sind im ersten Falle die Parabeln y = ax? +bx-+ c, im zweiten Falle die aus der semi- 
kubischen Parabel y= x? (whip-snake) hervorgehenden Kurven 

y=a® +bxz+c+(Ar+ B):. 
Es genügt, die semikubische Parabel allen Transformationen der Untergruppe p, g, 


2g + 9, 2%g + 229, 2p — Yı9, zu unterwerfen, um diese Kurven zu erhalten. Ebenso 
entstehen die Parabeln y = ax? + bx + c aus y = 0 unter Einwirkung der Untergruppe 


g, xq, x2g. 
5 u. ’ 
Aus den für y,;, und M = y3y, — 3 y3 gewonnenen Transformationsformeln 
Ya — (a,b, — azb,) (a, + a3Y5) Ya, 
M = (a,)d5 — a,b,) (a, + a,y,) M 


läßt sich entnehmen 





4 2 
a,b, — a,b, = ysM =; 
iM ? 
2 
a Try = er 
| yM ° 





Verbindet man die zweite Gleichung mit 
dr = (a, + azy,)da, 
so tritt die Invarianteneigenschaft des Ausdrucks 
(4) ds = y, M?dx 
zutage. Er wird als Bogenelement der Gruppe bezeichnet. 
Differenziert man die erste der Gleichungen (3), so ergibt sich zunächst 
iR Bay, AH Say 
MM 34 M 3, 
und nach Division durch 


vs M:dı = y, M!dx 
eine Gleichung, welche die Invarianteneigenschaft von 
-3dM 8 


I=yM’——zyuM 
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feststellt. Hiermit ist die niedrigste Differentialinvariante der Gruppe (I) gewonnen. 
Sıe lautet ın ausführlicher Schreibung: 


u 40 
(5) En (in — >YsYıys + sn) M 


Relativkoordinaten und Identitätsbedingungen. 

Nichtsinguläre Kurvenelemente fünfter Ordnung sind solche, die keine der beiden 
unteren Differentialgleichungen y; = 0, M = 0 erfüllen. Als Anfangselement E, legen 
wir das nichtsinguläre Element 

=0, Pub, NA=0d, K=0, WA, A=I, Yal 
zugrunde. Um aus Z, ein nichtsinguläres Element £ oder 
IL, Y Yn Yu Yu Yu % 
durch eine Transformation der Gruppe zu erhalten, muß man den Parametern in (1*) 
folgende Bedingungen auferlegen: 


1 
(=4d;, Yı= bs, y-zıayı=k, 
y, = b; y= a,b, — ab, = __ 3Ag(a,b, — ayb,) 
2 a,’ 3 a} $) 4 ad D) 
ads, — a,b, , 15a3(a,b, — a,b,) 
0 a] 


Hieraus oder noch einfacher aus (3) kann man zunächst schließen 
Weiter ergibt sich dann 
<a 1 en 
b, = YaYy3M s y=— a YyıM 4 


1 


| 1 Mr 
b,= (u ynn) MT. 


Die Parameter 


A, As, As, 
bi, ba, ba, 
k 


.. .. rı* ® . r E IB, . . 
der überführenden Transformation, die durch 7%, symbolisiert wird, lauten also ın geord- 
neter Zusammenstellung: 


sat, u, 2 


Au Fi, u 


Auf Grund dieser Feststellungen kann man mit Leichtigkeit die Relativkoordinaten u, v, v, 
eines Linienelements x*, y*, y*in bezug auf das Element E berechnen. Es besteht näm- 


lich die Beziehung ?) 
(6) (x*, y*, yr) = (u, v, v,) Tz, 





2) Vgl. z.B.G. Kowalewski, Allgemeine natürliche Geometrie und Liesche Transformationsgruppen, Berlin 1931. 
| 26* 
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oder in ausführlicher Schreibung 


ı = Mt Ya M +7, 


Br 1 en 
y=uypyM + (5 Yayayı) M + Yı; 


E, DE ’— — uv 
2 2 En, 
m 1 is | 
EEE Y M } —z Yayı u L u A J Tyı 
ne ü 1 FR 
YyY3 M Yy — 3 YaYyaya) M Yı 


Hieraus ergeben sich folgende EUER für u, v, v.: 
u=y Ma*—2)+7 - Yu Mtyf — yı — yala*— 2), 


+ Ye Y Mit — Yı — Ya" —e)}, 
v=y aiy* ni Ami > ek, Aue = Yalı* — 2 


nn 
=] 
— 





1 6 
+5 4% uMtyr — m — Yalı! — a)P. 


Diese Ausdrücke bauen sich auf aus 3, Yy, M und aus 


ae —ı=4, 
ya) nr =ß, 


yY — Yı-Yla*—r)=Y. 
Achtet man darauf, wie dıe infinitesimalen Transformationen der Gruppe auf die sechs 
Bausteine von u, v, v, einwirken, so ergibt sich, daß p, g, 29 + g,, 2&?q + 2xg, nichts an 
ihnen ändern. Die Einwirkung der drei übrigen infinitesimalen Transformationen ist 


folgende: 
; _ cf of ff. 6 of 
be Due Sin" Te u) a 
+ Nn= Ver + Wgn a +? 4 
| 1 21 = 22 cf cf 0 
+ Hrn tg? a8 
m a My SM + - 5). 


Daß hierbei 
u = y; Mia + : Y- Ya M3y, 
Eau = "My, 


Emm = ytmlp +! 6 Y "ya! Miy 


invariant bleiben, läßt sich mit Leichtigkeit feststellen. Da die Relativkoordinaten 
Invarianten sein müssen, ist hiermit die Richtigkeit unserer Rechnungen bestätigt. 

Wenn man zum Anfangselement E, übergeht, so reduzieren sich im Einklang mit 
(6) die Relativkoordinaten u, v, v, auf x*, y*, yf. Sie sind, wie ich zu sagen pflege, auf 














EWRTEr 290 SEN DUEN SRR ELREE BEER 








Ed I 
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E, geeicht. Dasselbe sage ich von ds und /, die sich bei jenem Übergang in dx und y, 
verwandeln. 

Nun kommen wir zur Aufstellung der /dentitätsbedingungen, die das Hauptwerk- 
zeug der natürlichen Geometrie bilden. Wir lassen das Bezugselement E längs einer 
Kurve variieren, während das Element x*, y*, y*, um dessen Relativkoordinaten es 
sich handelt, mit sich identisch bleibt. Wenn man unter dieser Voraussetzung differen- 
ziert und du, dv, dv, mit ds vergleicht, so lautet das Ergebnis: 


‚ du ” 9 1 
Au in 
dv, 
— m — nie ) 
(8) \ ds u - WR: 
dv _ |. 3 
ad 2 u 





Wenn man, anstatt u, v, v, getrennt zu u irgendeine Funktion (u, v, v,) aus 
ihnen bildet, so lassen sich die Identitätsbedingungen in eine einzige Formel, die /den- 
titätsformel, zusammenziehen. Diese hat folgendes Aussehen: 


dd 11,0 7) RE Wu Baar) Bu of 
u entran)tslnutgnn) 
of of 2 (o of of \\ 
+ Hola ou 1)+7 rn) 


Bezeichnet man 

I 4 „I LT 2% of cf of c cf of cf 

be A 2 s ee 2 

ou’ w’ dv Tin,’ "% Tr BT Ta 1m,’ a rn’ Haur3 Lr 

also die in u, v, v, geschriebenen infinitesimalen Transformationen der Gruppe, mit 
Wil, Wah, Wahl, Wil, Wil, Weh, Wal, 

so lautet die Identitätsformel 


4 _ Ban Wi (ıv TO 
Ze Wd— Wi + zZ Wi + Ha 4 Wis). 


Ich habe gezeigt ?), wie man die Identitätsformel aufbauen kann, ohne die Aus- 
drücke der Relativkoordinaten zu kennen. Man muß für das Element E, die Liesche 
Determinante aufstellen. Die bis zur fünften Ordnung erweiterten infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe lauten: 

Ps 1 9 + 90 2° + 209, -+ 295, 
2D — Yıyı— 2Y29a — >Y393 — Ayada — DYs15: 
yq + Yıdı 7 Yoga 7 Y303 + Yada + Y545» 


(8*) 


YıP + 5 Yi9 — 4392 — YaYaQa — (35 + Ayayadaa — (A0yaYya + >Yayı)W5- 


Bildet man die Liesche Determinante für das Element Z,, dessen Koordinaten 
alle bis auf „3 = y% = 1 verschwinden, so ergibt sich 
1000 000 


0100000 
0010000 
0002000. 
0 ii ur 
0000714 | 
0000 0-3 0 


3) Vgl. z. B. (1. Kowalewski, Integrationsmethoden der Lieschen Theorie, Berlin 1933, S. 173. 








202 Kowalewski, Zur natürlichen Geometrie der irreduziblen G,. 


d 
Man muß jetzt, um : zu erhalten, diese Determinante rändern, und zwar unten mit 
1, 9, 4% 9% Y4, %%, I, also mit 1, 0, 0, 1, 0, 4, / und rechts mit W,f,..., W,f. Dann 
wird noch durch die Liesche Determinante, deren Wert hier 12 ist, dividiert. Das Er- 


gebnis lautet: 


1000000 W,/ 
010000 0 W,f 
0010000 W; 
d 10002000 W, 
ds 20000-3 0-5 Wfl’ 
0000 ı 0 A WI 
0000 0-3 0 W, 
100101109 








Rechnet man die Determinante aus, so stellt sich die Formel (8*) ein, deren Richtigkeit 
damit bestätigt ist. 


Die. Schmiegungstransformation. 


Wenn man auf der rechten Seite der Identitätsformel (8*) alle Zeichen umkehrt, 
so hat man nach einem allgemeinen Satze von mir die in Relativkoordinaten ausgedrückte 
Schmiegungstransformation vor sich. Ich belege mit diesem Namen diejenige Trans- 
formation der Gruppe, welche das Element E längs einer Kurve von der Stelle s nach 
der Stelle s + ds bringt, also &, %, Y1, Ys, Y3, Ya, Y; die Inkremente 

dx, yıdaı, Yyadz, yadı, yadz, Ydz, Yadı 
erteilt, wobei dx durch 


3 
lu „) dı = ds 


bestimmt ist. DaB W./+ — ws - zW „I - ie Wi+ Wil) tatsächlich mit der 


Schmiegungstransformation TER kann man hier durch folgende Betrachtung 
bestätigen: Erweitert man auf die fünfte Ordnung, so ergibt sich 


1 Alu md 422) 


OD, 
cf cf R) of a of 2.2 Si of _- .. c/ 
| be +5 - 77, u ; aa a 3 + Ann). — (Over + Br 
of % of A. 
Ah du + 3v °% +2, + v 2 dv, 20 5.). 


Nun stimmen die Relativkoordinaten von E in bezug auf E mit den kartesischen 
Koordinaten von E, überein. Sie lauten also: 

1 = (0), „=o, .=o—, = d, = B v=,\, , = E, 
Ihre Inkremente bei obiger Transformation sind folgende, wobei gemäß (8*) als Liesches 


öt das Bogenelement ds dient: 
ds, 0, 0, ds, 0, ds, Ids. 


3 ’ 
Da (0 - 2) du = ds hier mit du und / mit v, zusammenfällt, so sind dies tat- 


sächlich die Größen 


du, v,du, v,du, vzdu, v,du, v,du, vdu. 
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Die infinitesimale Transformation, welche in der Identitatsformel als Faktor von 
I auftritt, hat nach einem allgemeinen Satze von mir die Eigenschaft, das in £ steckende 
Element vierter Ordnung invariant zu lassen. Seine Relativkoordinaten in bezug 


ZI Bu: Ba Ban Ba 
ou’ on’ ev,’ Ovz' On’ on, " 


auf E lauten 0, 0, 0, 0, 1, OÖ und bringen die Faktoren von 
1 


Wi +7 W,f zum Verschwinden. Diese infinitesimale Transformation ändert nur die 
letzte Koordinate von E, behandelt also E möglichst schonend. Daher nenne ich sie die 
zu E gehörige Schonungstransformation. Durch die Forderung, das in £ steckende Element 
der um 1 niedrigeren Ordnung invariant zu lassen, ist sie zunächst nur bis auf einen 
Faktor bestimmt. Was in der Identitätsformel bei / steht, ist die normierte Schonungs- 
transformation. Der genannte Faktor hat einen besonderen Wert erhalten. 

Der Schmiegungstransformation 


Bu Bu FE 2 ana 
w=Wi+zWI-zWI—- ZW + 3WN 


kann man eine lineare homogene Transformation zuordnen, indem man darauf achtet, 
wie W*f auf die Transformationen 
W= 2e«W,f 
einwirkt. Wf geht bei Anwendung von W*f in Wf + (WW*)öt über, d.h. in 
(9) Se.W,f+ Ze(W,W*)öt. 
In folgendem Verzeichnis sind die Klammerausdrücke (I, |V,) zusammengestellt, und 
zwar steht (W,W,) in der r-ten Zeile und s-ten Spalte: 


0 ’ 0 ’ W,/ ’ 2W;/ ’ Wil ’ Ö ’ V 

nn ; DZ» 0, u, m‘, W;f , 0 
Wil, 0, 6. eh, Wi, N 
-2W,;f, 0 , 0 ’ 0 ’ r -2W;/, W, ’ 2W,/ 
— il, 0, Wi, Wi; Er, 0°, —2W,/ 


0°, Wh, —-MWıh —Wı; Mi ee, W./f 

0, 0 ,„ Wh -W#W,, 2W.l, —N,l 0. 

Unter Benutzung dieser Tabelle findet man für &e,(W,W*) den Ausdruck 
— 8 W,f — 2e, Ws f — Wil 


1 r c 4 4 5 4 
+5 Re Waf + 2 Wif —eWif— 2 Wi) 





. (esW,f + 2e,W,f — 2, W,f + eW;J) 


3 
u 2: (e, N ıl- - ea N | — 2e,W al + 2e,N J) 


31 ’ r ’ 
u! (WW + esW + Wil — Wr). 


Dieser Ausdruck ist in (9) einzusetzen. Ordnet man nach W;f,.. ., W,/, so lassen sich 
die Inkremente der e leicht ablesen, und es stellt sich heraus, daß W*/ in der Mannig- 
faltigkeit aller Wf folgende Transformation bewirkt: 


E*’f = -za- 74-0) + en -)5 


2 3 de, 2 OP, 
0 ] 1 0 
+ (ei — les — 2e,) n r | Ze +6 5 ) 5 
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Die charakteristische Gleichung dieser Transformation £*f lautet: 








nn _ 0 100 
0 nu —4 0 0 0 0 
1 0 —I/—o — 2 0 0 0 
| I 1 
0 EI. 0ER Fer = 
0 0 5 1 5 0 0 
0 0 0 Be — Do 0 —1 
0 0 0 0 0 —o0 0 
2 = 7 





oder 

| . 3SI\(., 4 PP 3 . -) _ 

(10) ee +5) (e +5Ze+z+3)le —r% —(. 
Diese Gleichung heißt bei Lie die charakteristische Gleichung von W*f. Früher habe ich 
mit einer anderen Fassung dieses Begriffs gearbeitet. Ich schrieb die Schmiegungs- 
transformation, wenn nötig unter Heranziehung überzähliger Koordinaten, in linear- 
homogener Form und bildete dann in der üblichen Weise die charakteristische Gleichung. 
Jetzt bevorzuge ich die Einführung von #*/, was ein Zurückgreifen auf die adjungierte 
Gruppe bedeutet. Mein altes Verfahren würde ım vorliegenden Falle in folgender Weise \ 
verlaufen. Man führt zunächst im Anschluß an (1) die Größen 


X=u, Y=v, Z=v— u 


2 
ein, wodurch sich W*f ın 
P— - YR+ XQO — : YP— J (XP +2YQ + 3ZR) 
verwandelt. Geht man zu homogenen Koordinaten X, Y, Z, V über, so nimmt W*j 
folgende Gestalt an: 


VP— E YR+ XQ — = YP— 1 (XP +2YQ +3ZR). 
Die charakteristische Gleichung dieser neu eingekleideten Schmiegungstransfor- 
matıion lautet: 





I 1 

-3—0 —3 0 1 
—I—e 0 Bi | 
0 Bi: en. 0 

| 2 ii “ | 
0 0 0 ıs 

oder 
VE 
(10) ele+z)le+ge+g+35)=0. 


Alle hier auftretenden Faktoren erscheinen auch in (10), wo aber außerdem noch o und 
Il? 
004 


+ 3 hinzutreten. 
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Singuläre Z-Werte und singuläre Bahnkurven. 

Singuläre I-Werte sınd solche, dıe unter den Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung (10) Zusammenrückungen mit sich bringen. Wenn / längs einer Kurve konstant 
bleibt, so liegt eine Bahnkurve der Gruppe vor. Im Falle eines singulären /-Wertes 
spreche ich von einer singulären Bahnkurve. 

Die Vielfachheit der Wurzel OÖ erhöht sich, wenn / einen der folgenden Werte hat: 


/ 4 
1) 0, 4/5, #7 


Die Wurzel — und 


5 erlangt ım Falle / +0 nur dann eine höhere Vielfachheit, wenn 


ah Ww . ’ \ 
I=+ 3 ist. Es wäre noch zu prüfen, wann die beiden letzten Faktoren in (10) 


[2 
/ 3 
eintritt. Das Verzeichnis (11) gibt also die singulären /-Werte erschöpfend an. Wenn 
man für die Gleichung (10’) alle möglichen Zusammenrückungen der Wurzeln fest- 
stellt, kommt man zu genau denselben singulären /-Werten. In dieser Hinsicht leistet 
also mein altes Verfahren ebensoviel wie das neue. 


eine gemeinsame Wurzel haben. Man findet, daß dies nur im Falle /= +il/ 


Beschränken wir uns auf das Reelle, so gibt es nur drei Typen singulärer Bahn- 
' 4 A 
kurven, die den /-Werten 0, —-, — —; 
| 3 V>3 
Die durch E, hindurchgehende Bahnkurve /= ce wird dadurch gewonnen, daß 
man das System 


entsprechen. 





de _,_1 2 
ds 39 : Fa 
dı 
„ innen, 
dy 1 r 1 . 3_ 
ds 2 Pr 4 2 I 


unter Benutzung der Anfangswerte 0, 0, 0 integriert. 
Im Falle / = 0 handelt es sich um das System 
dx 1 dy, diy 1, u .u 
en 3 In is ' ds 3° 1: 
Das Integrationsergebnis lautet: 


a 5 
= v3 sın v3 : me li — =) 


v3 
were 3, 
yz— . s+3Y35 sın . — V sin 
2 v3 4 v3 
) h d Er 
Die zweite Gleichung steht im Einklang mit y, = Die durch #, hindurchgehende 
(il. 


Bahnkurve / — 0) wird also dargestellt durch 





/ . S$ 
z=YV3sın 
. Ä v3’ 
12) | 3 ..s 33 . 2s 
y=——s+ 3/3 sin — — Bi -— 
2 v3 4 v3 


Journal für Mathematik. Bd. 150. Heft 4. 27 
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Wenn man die endliche Darstellung der Gruppe betrachtet, wie sie die Gleichungen (I) 
bieten, so erkennt man, daß die Punkttransformation 


der Gruppe angehört. Die Parameter 


a up) a3 

b, b; b3 
haben hier die Werte 

1 0 0 

0 1 .—3, 


ce ist gleich Null. 
Die Kurve (12) geht bei der obigen Transformation über in 


s 3 3V3 . 2s 

? y Ss 2 ee ve . 

v3 2 4 v3 

Da auch die Multiplikation von x und y mit konstanten Faktoren eine Transformation 
der Gruppe ist, so kann man die Kurve schließlich auf folgende Form bringen, wobei wir 


r—=Y3 sin 


s 
it = — setzen: 
3 


(12*) x=2sint, y=21+ sin 2. 

Die kartesische Gleichung lautet: 
y=2aresin + u VaA— 2. 
2 2 

Man findet diese Kurve ın dem grundlegenden Werk von Gino Loria ®%). Ihr Bild ist dort 
auf Tafel VI unter Nr. 64 zu sehen. Durch unsere Betrachtung wird die Kurve in ein 
völlig neues Licht gerückt und erscheint als Repräsentantin einer Klasse singulärer Bahn- 
kurven der Gruppe (I) mit dem Merkmal / =. 

Wendet man auf die Kurve (12*) alle Transformationen der Gruppe (I) an, so 
entstehen die &® Integralkurven der Differentialgleichung /=0, die nach (5) in aus- 
führlicher Schreibung folgendermaßen lautet: 


40 
YyYy— YyıytgH—N. 


Bildet man für eine dieser 0% Kurven, deren Gleichung etwa y= f(x) sein mag, die 
Differentialkurve z = f’(x), so genügt z der Differentialgleichung 


232, — 5292324 + 92 == 0, 


Das ist aber die Differentialgleichung der Kegelschnitte.e. Somit haben die singulären 
Bahnkurven /=0 die Eigenschaft, daß ihre Differentialkurven Kegelschnitte sind. 
Z. B. ist die Differentialkurve von (12*) ein Kreis. Man hat nämlich 

FE 2(1 + cos 2!) 


<-————=2cost 
2 cost 


also 2 +22 —=4. 
Die infinitesimale Transformation von (I), bei welcher die Kurve (12*) invariant 


bleibt, lautet wie folgt: 
1 1 
(13) 25 (ag + 2a) + Yp+ zig: 


*) G.Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven 2, Leipzig 1910, S. 333. 
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Sie transformiert x und y, durch y,p — xq,. Der Zuwachs von y — = xy, Ist, wie man 


aus (13) ersieht, gleich 2ö{. Im Raume X, Y,Z, der durch die Abbildung (1) mit dem 
Inbegriff der Linienelemente x, y, y, zusammenhängt, entspricht also der Transformation 
(13) die Schraubung 


(13’) YP—XQ-+2R. 
Diese Angabe bestätigt sich dadurch, daß aus (12*) folgt 
X=2sint, Y=2cat, Z=2i. 
Das Abbild von (12*) im Raume ist also eine gewöhnliche Schraubenlinie und (13’) die 


zugehörige Schraubung. 


4 
— gekennzeichneten singulären Bahnkurven 


v3 


besprechen. Soll eine solche Bahnkurve durch E, hindurchgelegt werden, so ist das System 


Wir wollen jetzt noch die durch / = 


1,2, 
ds 3 Yı v3 ’ 
dyı 4 
— — — Yı, 
ds v3 m 
dy 1 , . 6 
— = — 1’ — — u — 7 
ds 2 6 A v3 J 
von den Anfangswerten 0, 0, 0 aus zu integrieren. Das Integrationsergebnis lautet: 
ya . (1 — ee! won se-V3, 
3y3 
yı = zu _— et) ) — 1 se-V3, 


= u 4 + nd e-V3 ı 1 +8 di. s” \eeri 
4 36y3 \oya3 9) 36y3 18 63 


Setzt man 
I=— R. ii nu > 
3/3 Be 3 
1 1 
Yı 7 "ziTzhrty 
Bi . A 4 | f 5 
ATZE; Bar NT Tg U; "a6y3' 


so ist dies, wie der Vergleich mit (I) zeigt, eine Transformation der Gruppe. Sie ver- 
wandelt die gewonnene Kurve in 
. 1 $ 
=— e) 3 : ı — s e) 3 1 Bu En E= „en ee) 3 5 


l 


Man bestätigt, dab) mit 4, übereinstimmt. Schließlich kann man noch s v3 + gu 1 


setzen und gewisse konstante Faktoren zu r und 4) schlagen, so daß die Kurve durch 
2= ed, y= te dargestellt wird und folgende kartesische Gleichung hat: 


(14) y= «In. 
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Setzt man in (8) die Werte y; = 2:1, y, = — 21°, y, = 417, Yg = — 121% ein, 
so ergibt sich / = ri Das Minuszeichen kommt daher, daß wir uns hinsichtlich 
der Faktoren, die wir r und d gaben, volie Freiheit ließen. Wenn man y in — y ver- 
wandelt, geht offenbar / in — / über. Streng genommen sollten wir uns an die Bedingung 


a,b; — Q,b, > OÖ halten. Doch ist das von untergeordneter Bedeutung. 


Wir wollen auch hier aus der Gruppe die infinitesimale Transformation heraus- 
suchen, welche die Kurve (14) in sich überführt. Sie lautet: 


(15) (2?q + 229,) + 2p + 299 + Yıı 

und ıst die Erweiterung der Punkttransformation zp + (2y + 2?)g. 
Im Raume entspricht der Transformation (15) 
(15’) XP+ YQO+2ZR +2X0 

und der Kurve (14) die folgende: 


(14) Y=2XhX+X, Z=— X. 


Führt man die Transformation 
=X, y=Y—X, 3;3=2 
aus, die nach (I) hier zulässig ist, so erscheint (14’) in der einfacheren Gestalt 


1 
(14*) y=2rlg ;3=—- Zr. 


Über die Integration des Systems (*) sei noch folgendes bemerkt. Aus dy = y,dx 
ergibt sich auf Grund von (*) im Falle ce # O 


1 1 1 
x MENGE. 7. U WON DDR ar ai 
au, yv-.lat+zy 2Y,) +3 291 
Dieses y erfüllt die dritte Gleichung (*), sobald x und y, den beiden ersten Gleichungen 
genügen. Man kann also die dritte Gleichung (*) durch dy = y,dx ersetzen und hat 


dann y= [y,dx. Dieses Integral braucht man aber nicht einmal zu berechnen. Es ist 
durch Gleichung (**) bereits gegeben. 


Gruppe (I) als Erweiterung der ebenen Affingruppe. 


In diesem Zusammenhang sei noch eine Bemerkung über die Gruppe (I) gemacht. 
Sie ist, wenn man mit Lie statt x, y,, y die Bezeichnungen x, y, z verwendet °), als Er- 
weiterung der Affingruppe 


L[=a4T7+4Y-A;, 

y=br+b,y+ b; 
aufzufassen, und zwar kommt diese besondere Erweiterung dadurch zustande, daß 
man beachtet, wie die Affingruppe auf das Integral z = f ydıx einwirkt. Es ergibt sich 


= KL: = IRRE: + b,y + b;) (a,dx + a,dy) 
= ab, [rdx + a,b, [ydx + a,b; fax 
+ a,b, [xdy + a,b, [ yay + a,b; Jay i 
Bedenkt man, daß 
Jzdy = ay— [ydı= ay—: 


5) Vgl. Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen 2, Kap. 23. 
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ist, so lautet das Ergebnis: 


> 


22 Ä 
X | pP: | 
+ 4,552 + a,nb3X + ab (ay — 2) + agb, + agbzy + c. 


7 Ä i 


Das ist bis auf die andere Bezeichnungsweise die dritte Gleichung (1). 


Wenn man beı der räumlichen Affingruppe 


t=4T°7GY-+ A 2 dM,, 
U — b, L u 5 b, Y - b32 24 1 b; . 
A = X — CaY + (32 a 5 Cz 


eine ähnliche Erweiterung vornimmt, kommt man auf eine 15-gliedrige Gruppe in sechs 
Veränderlichen. Achtet man darauf, wie die räumliche Affingruppe auf die drei Integrale 


A = [day — yd:),, Y= [trdz —:dı),, Z= Jiydı- - rd) 


einwirkt, so findet man 


m 

&=b db, b5 + cld1% + by + b32) — bl + C9Y + 2) + a, 
4 & 6 
a 

YEc &% CL + ale + l3Yy+ 632) — Ya + a Yy+ a2) +b, 
4 Ag 
a 

3= a a Az + bdsla,c + a3Y + Qa32) — aylb,x + buy + b32) + ce. 
5 65 bb 


Die infinitesimalen Transformationen der hier gewonnenen Gruppe lauten: 


p+2Q—yR, g+-aıR—zP, r+yP— ı0, 


zp+ YQ+ZR, yp—XQ, zp— AR, 

za —YP, yy+ZR+XP, g—YR, 

ır—ZP, yr—ZQ, r+ XP +Y9, 
’_‚. 0 3 


Die Gruppe läßt das Pfaflsche System 


daY + zde — rdz =, 
dZ + zdy — ydı = 0 


dAX + ydz — zdy =, 
n | 
invariant. Mit obigem System habe ich mich in einer meinerältesten Arbeiten beschäftigt®). 
Ich fand damals, daß es eine 21-gliedrige Gruppe gestattet, die außer den oben verzeich- 
neten infinitesimalen Transformationen noch sechs andere enthält. Man kann diese 
hinzutretenden Transformationen unter Einführung der Abkürzungen 


gy=aıp+yg+zr+XP+YQ+ZR 
und 
o=ıX\-+yY+ 322 
in folgender Form schreiben: 


oX—wp, Y— og, yZ—or, 
9X—oP-+Zqa—Yr, g9y—wQ + Xr—Zpy, g2—oR+Yp— Xg. 


6) G. Kowalewski, Über Systeme von Pfaffschen Gleichungen mit einer primitiven Transformationsgruppe, 
Leipziger Berichte 1899, S. 265—295. 
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Unter den 21 hier verzeichneten Symbolen und ihren linearen Verbindungen gibt 
es solche, die bei Vertauschung der großen und kleinen lateinischen Buchstaben unge- 
ändert bleiben, wobei das Hinzutreten eines konstanten Faktors als belanglos zu betrachten 
ist. Von dieser Art sind die Verbindungen 

(xp — ya) — (AP— YQ), (ap— ar) — (XP—ZR). 
Dann gibt es solche, die bei jener Vertauschung ausgewechselt werden, wie 
2a— YP, yp—AQ, 
ır—ZP, zp—ÄR, 
yr—ZQ, 29 — YR, 
ferner 
P+gı—oP+Zqa—Yr, p+yX—op+z2Q0—yR, 
0O+gy— oQ + Xr—Zp, qg+ypyY— wg+aR—zP, 
R+ o2—oR+ Yp—Xgqg, r+oZ—-or+yP—ı0. 
Diese infinitesimalen Transformationen erzeugen eine vierzehngliedrige Gruppe, die 
jedes der beiden Pfafischen Systeme 
dAX + ydz— zdy =, | dt + YdZ — ZdY =0, 
dY + 2de — xd3 =, dy +ZdaX — XdZ =0, 
dZ + zdy— ydı=Vd, | dz + XKdY— YaX = 0 
in sich überführt. Die 21-gliedrige und die 14-gliedrige Gruppe sind beide primitiv und 
unter den primitiven Gruppen in sechs Veränderlichen die einzigen, die ein System von 
mehreren Pfafischen Gleichungen invariant lassen (vgl. hierüber meine oben zitierte 
Arbeit ®)). 

Man kann das hier dargelegte Erweiterungsverfahren zweimal nacheinander an- 

wenden. Wenn man bei der ebenen Affingruppe nicht f ydx, sondern, was nur eine un- 


wesentliche Änderung bedeutet, Z = f (ydxz — xdy) adjungiert, so erhält man folgende 
Untergruppe der räumlichen Affingruppe: 
(16) Kern y=br+by+ bs, 
3 = (a,b, — az35,)Z + (a,b; — b1az3) x + (a,b, — b,a;)y + c. 
Nun adjungiert man noch 
X= [(Zdy— ydZ), Y= [(xdZ — Zda). 


Dann schließen sich an (16) zwei Gleichungen an, in denen wir die Abkürzung 
(a,b,) = a,b, — a,b, benutzt haben: 
(16°) | X = (a,b,) (d,X — b,Y nu 2b32) — bila,x + a,y) + (ab; + c) (db, + by) +a, 
Y = (a)b,)(—a,X +a, Y + 2432) + (a3d;— ec) (a, 0 + azy) — aä(b,x + b,y) +b. 
Die infinitesimalen Transformationen der durch (16), (16’) dargestellten Gruppe lauten, 
wie folgt: 
P, Q, yP— ıQ FF R, 
p+2ZQ—yR, g9—2ZP +xR, 
zp+ XP+2YQ+ZR, ygq+2XP+YQO-+ZR, 
yp—XQ, aq—YP. 
Diese neungliedrige Gruppe läßt das Pfaffsche System 
dAX + ydZ — Zday =0, 
| dY +Zde — xdZ =0, 
dZ + zdy — ydı = 0 
invariant. Es entsteht aus dem System (f) dadurch, daß man z und Z zusammenfallen 
läßt. Das System (ff) gestattet, wie Engel als erster feststellte, eine 14-gliedrige Gruppe. 


(tr) 
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Man kann sie aus der 21-gliedrigen Gruppe des Systems (t) dadurch herausschälen, daß 
man die Invarıanz der Gleichung Z — z = 0 fordert. 


Notiert man die Inkremente von Z—z für die 21 Grundtransformationen der 
erwähnten Gruppe, so ergibt sich, daß sie der Reihe nach lauten: 
—Y, 4, — 1, Z, 0, u: X, 0, Z, “us E, 4 — Y, —2, v, v, 1 
X(Z— 2), YlZ—2), ZZ —2)+o, Z—2)+Y, yZ—z2)—X, zZ—2z)—o. 
Nun muß man aus diesen Inkrementen alle linearen Verbindungen herstellen, die durch 


die Einsetzung Z = z zum Verschwinden gebracht werden. Für die Faktoren einer solchen 
linearen Verbindung ergeben sich folgende sieben Bedingungen: 


= m Glen Gel ramcn 
= — og Gl Ci lg- 
Die so gewonnene Untergruppe lautet: 
p+(Z+2)Q9—y(R+r),, g—(Z+z2)P+xa{R+r),, R+r+yP—ı0, P, 0, 
zp+zr+XP+2YQ+ZR, yg+zr+2XP+YQ+ZR, yp—X0, qg—YP, 
Z+2)p—ÄR+r)— 9y+oQ, (Z+2)g — Y(R+r)+ypxr—oP, 
9X— op, Y—oqg, Y(Z +2) — w(R+r)+ Yp— Xa. 
Um die Gruppe des Systems (ff) zu finden, muß man die mit r behafteten Glieder fort- 
lassen und 3 durch Z ersetzen. Dadurch erhält man: 
p+2ZQ0—yR, q9—2ZP+aR, R+yP—ı0, P, Q, 
zp+ XP+2YQ+ZR, yq+2XP+YO+ZR, yp—XQ, g—YP, 
2Zp— XR—pyy-+©o0, 2Zqa— YR+9r —oP, 
X — op, 9Y—oq, 292 —oR-+ Yp— Xg. 
Hierbei it 9= ap +yg + XP + YQO+ZR und 9=xX+yY-+Z? Auch diese 
Gruppe ist primitiv. 
Anstatt, wie es oben geschah, zuerst Z= [(yd — xdy) und dann 
A m fızay — ydZ), Y= [irdz — Zdex) 


in den Kreis der Veränderlichen aufzunehmen, kann man es auch so machen, daß man 
beide Schritte zusammenfaßt und die Einwirkung der (x, y)-Affingruppe auf die drei 
Integrale 


UÜ= [ ydx, Vz [aydr, W= [war 
beobachtet. Diese Integrale hängen mit X, Y, Z in einfacher Weise zusammen. Es ist 
nämlich 


[yda — zdy)=—ıy+2 [ var, 
[ızay — ydZ) =Zy—2 [ydZ = Zy—2 [yda +2 f«yay, 
[txdZ — Zdx) = —Zı +2 [xdZ = —Zr+2 [aydı — 2 fady 


und 
1 1 
J zydy = ’ xy? — 5 [ywax, 


f #dy = #y—2 [eydı, 


mithin 


1 i u 
U= - (Z+ıy), V/= - (Y+Zı +22), W= 5 (— X +Zy+ xy). 
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Man kann diese Erweiterung der (x, y)-Affingruppe fortsetzen durch Hinzunahme der 
Integrale 


S[ıyde, f[aydı, [ydr. 
Wenn man noch den nächsten Schritt machen will, so kommen die Integrale 


[eyde, f[aydı, S[aydr, [ydar 


an die Reihe u. s. f. 


Die Begleittransformationen des Elements E. 


Wir kehren zur Betrachtung der Gruppe (I) zurück. Die Identitätsformel (8*) 
gıbt uns die in Relativkoordinaten ausgedrückte Schmiegungstransformation. Schreibt 
ıman (8*) ın der Form 


df = Wıf + Wulf, 
ds 
so ist — IV7f— /Wjıf die Schmiegungstransformation. Wjrf wurde oben als die zu 


[; gehörige normierte Schonungstransformation bezeichnet. Sie ist mit #£ invariant ver- 
knüpft. Dasselbe gilt von Wf. Ebenso ist Wınf = (WıWu) mit E invariant verknüpft. 
IWif, Wirf, Winf nenne ich die ersten drei Begleittransformationen von E. Nach einem 
allgemeinen Satze von mir erhält man aus Wr/ und Wyıf durch fortgesetzte Anwendung 
der Klammeroperation die ganze Gruppe (Il). Hierdurch wird die Möglichkeit geboten, 
die begonnene Numerierung weiter fortzusetzen. 

Im Falle der Gruppe (Il) ıst nach (8*) 


| | a 
Wi=—- Wi Witz MW, 


| ER Bin 
NYıl=;WIi+zMWl- 
Nach der auf Seite 203 gegebenen Tabelle aller (1V’, IV,) folgt hieraus 
i a EM Eu en 
Wuf = (Wıln) = — 5 Wi — ? Wi — ru V,f. 


Es zeigt sich, daß man durch fortgesetztes Klammern mit IV ,/ die ganze Gruppe findet. 


Man hat nämlıch 


TB Be ER 
Nıv/ = (WıWin) = 3 W;,f, 
as Di Bm 
Wi = WW) =— Wi + Wit Wil, 
BEN Ei 
Wnf = (Wılv) = — Wi — ö Nr, 


- a A B . 
} vır) = (WM vı) == g w,f + „ er W,f 57 W,f. 


Die sieben infinitesimalen Transformationen der Gruppe lassen sich also in folgender’ 
Form schreiben: 


(Mir), WWıiWn), WlWiWıWun))),--- 
IV,/ nenne ich die aufbauende Transformation der Gruppe. Es ist von Interesse, (WW, W’yır) 
dureh W7,..., Wyr auszudrücken. Man findet 


RT SR _. 
(WıWvn) = 3 Wf+ 57 Wir, 
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also 
Re ER DEE 
(WıWyn) = — g Wvf— 3 Wyıf- 


Hiernach kann man die Einwirkung von Wjf auf die infinitesimalen Transformationen 

Wi = e«Wıf+:::+ eWyirf bestimmen. Wf geht über in Wf + (WW,)öt. Da 
RR A on Dr 

(N ıN ‚= eW nf + eM ıvf + MN v/’+eN vıf+ «N vuf — er| Q Wvf/+ r Wyıf 


ist, so vollzieht sich in e,,.. ., e, die infinitesimale Transformation 
E of 4 of of 5 c of 
Kıf — S er e5 .. 3 en rl eg - . 


— a — | — -— — 
2 3 4 
Öez 9 ce; 0e, 08, 0, 


An Hand der Tabelle aller Klammerausdrücke (W,W,) auf Seite 203 findet man 


a Ds 2 se ER RR EN 
(WıWım) = — 4 Wıl, WaWw)=0, (WuWyv) = E} „ Br Vuf— 5 Wif, 
Bu & | - A, a n 
(WuWvn) = — 3 W w/—N vıl, (WıuWvn) = — Ö N ıf + R) N mf— > N vi— 5 2 vır)- 
Wjıf transformiert hiernach die Symbole Wf = a Wıf + - + &;Wynf durch 
u 1 AN. 2 Fa We) Zu 
Euf= (ga get ge)antlatgu ge) aut sten 
++ ,4,3,% 
FEIERT Fr 


Da aus W,f und Wnf die ganze Gruppe „erklammert‘‘ werden kann, und zwar durch 
fortgesetztes Klammern mit Wjf, so ist die adjungierte Gruppe ın der Form 


E), Eu, (EiEn), (Ei(EıEn)),--- 
darstellbar. Dies zu wissen ist z. B. für die Bestimmung der invarianten Untergruppen 
von großem Nutzen. Wir wollen es an dem Beispiel der eingliedrigen invarianten Unter- 
gruppen zeigen. Sucht man zunächst eine infinitesimale Transformation IV, die unter 
der Einwirkung von Wyf bis auf einen Faktor erhalten bleibt, so muß man die Forderung 


a of 
Euf=olan, + ten, 


e 
hier folgendermaßen lautet: 


leifer de nle- 2-0 


1 g 
u gehören die Transformationen 


stellen. .o erfüllt die charakteristische Gleichung, die 


Zu Aue 1, =, 0 


3 15 7, u; 
Wi +7 Wal, Wnf +, Wei + Weaf, Wil 2Wunf, 


zuo=( undo= 
; rn A 
Wfl + Winf, alWır —, Wer) + alWınf +4 Wil): 


Die Klammerausdrücke mit Wıf lauten: 


Wvf-+ % Wyınf, 9, —2Ww/f, 


3 2 
eWinf + aWvf, — 5 eWvıf + A vwf-+ 7 u vl). 


Journal für Mathematik. Bd. 180, Heft 4. 28 








214 Kowalewski, Zur natürlichen Geometrie der irreduziblen G.. 


Nur in einem Falle ıst der Klammerausdruck bis auf einen Faktor gleich dem ursprüng- 
lichen Symbol, nämlich bei 


’ En. 9 \ 
Wınf + 7 Wvf+ r? Wyuf = Waf. 


IV,f ıst also die einzige eingliedrige invariante Untergruppe, was mit den Angaben bei 
Lie-Engel?) übereinstimmt. 


Eine mit E verknüpfte Kurvenschar. 


Wenn die Liesche Determinante der drei ersten Begleiterinnen von £ verschwindet, 
so ıst das eine invariante Eigenschaft. Anstatt diese Determinante für 


‚ ' Bo — 
Wf/=—-NWil- 5 W,f+ 3 Vf, 

BE BR 
Wuf= 5 Ww,f-+ 5 We; 

Ei Eis, uni 
Wınf PT I „ — 4 N * Sm 6 We 


zu bilden, kann man sie für 


ER c 1 0 0 
W,/+ 5 "j= z +5 (u: - + 2u 2) 











0 ov, 
h a of of of 
1} -T + 3 W = BR 3 par > 
Au ie Te TE u. ov, ’ 
ff 1,9% 
ne Tai 
aufstellen. Die Eigenschaft 
| 1 
1 5 u u 
u ID 2u,|=0 
1 
u 5 0 
oder 2 ( — 5 u®v, + Bun) = () hat also Invariantencharakter. Dasselbe gilt von 
3 i ) 
vr, =0 und # — — u?v, + 3uv = 0. Uns interessiert hier vor allem die zweite Glei- 


2 
chung. Aus den Klammerrelationen 


as ne on 
(WW) = IE ı/, (N ı ın) = — 7 Wil, 


die oben registriert wurden, geht hervor, daß v! — —- u?v, +3uv = 0 bei Wjrf, d.h. bei 


2 
of Yo, dı 
“u . ev + ev, 


Multiplikatortheorem anzuwenden. Man weiß auf Grund dieses Theorems, daß 


3 2 ı VI. a 
dı -6G u? + Ya u — Bun) u 


invariant bleibt. Hier hat man also Gelegenheit, das Liesche 





a a 
(zu + ist — 3uo) 


ein Differential dop(u, v) sein muß. (u, v) = const. ist dann das Integrationsergebnis. 








?) A.a. 0.1), S. 487. 
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Wenn man die Invariante w = vu-? einführt, die u, v bei Wy;rf haben, so verwandelt 
sich der obige Differentialausdruck in 


dw du 


3 _]8 n- u’ 
u ne Te 


womit dıe Voraussage, welche uns das Liesche Theorem ermöglichte, bestätigt ist. Der 
erste Summand erweist sich als logarithmische Ableitung von 


u is 19 3) 
E +| 03") E +] 16") 


Somit lautet das Integrationsergebnis: 


3 te rn. 
( +V 230) (3 + V-3r)- ( . 


Setzt man 
Bu, 
4 +] 30) =1, 
so wird 
a BB. 2 v— rt u. 
= 13 + 1° 2, le £ 4 
. ". 
woraus durch Bildung des Differentialquotienten folgt: 
cp 
GE 
®# 
3 - 
P+- 


Zwischen vu und v, findet man die Beziehung 
C?u? + v} = (C?uv 
> u" + vu =L*’ur,. 


Wenn man zu E, übergeht, fallen u, v, v, mit den kartesischen Koordinaten .r, %, Yı 
zusammen. Zu Z, gehören also die Kurven 
Ci cr — C212 
(17) Anus Ku ins. merk N Yı = 
1? | 3 . ) ". 
+5 3e+5 4 


Ihre Differentialkurven sind die Cartesischen Blätter 


- O2 + y = O’zy.- 


h ’ | ‘ 
Wendet man die Liesche Abbildung X = x, Y = y, Z= y— 5 xy, an, so erhält man 


folgende Kurvenschar im Raume: 


Ci (21? (3 f 


(17’) X - I , Y = — 1 R FA = — En { £ 
3 


RER er 
Wir haben es hier mit oo! Normkurven des linearen Komplexes dZ + 5 (XdY — YaX)=0 


zu tun, die alle auf dem Kegel 3XZ + Y? = 0 liegen. Dieser Kegel ist die einzige Fläche 
28* 
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zweiter Ordnung, welche die ganze Kurvenschar (17’) aufnimmt. Er entspricht vermöge 
der Lieschen Abbildung der Differentialgleichung y? — z xy, +3x2y=0 und ist als 


das Schaubild dieser Differentialgleichung anzusehen. Die Kurven (17’) sind die auf 
dem Kegel verlaufenden Komplexkurven und geben die bildliche Darstellung der Integral- 
kurven jener Differentialgleichung. 

In den Gleichungen (17’) steckt noch eine zweite Schar von Normkurven. Man 
erhält diese Kurven, wenn man ? konstant setzt und C als Parameter betrachtet. Sie 
sind Bahnkurven der infinitesimalen Transformation XP + 2YQ + 3ZR, die aus Wyıf 
durch die Liesche Abbildung entsteht. Führt man homogene Koordinaten und homogene 
Parameter ein, so kann man statt (17’) schreiben: 


i 1 1 
A a cc, X, u CCytilz, X Zn „ah X, — ala + E 3 a) . 


Man sieht hier, daß die c-Linien Normkurven sind, welche die Fernebene oskulieren, 
während die t-Linien drei getrennte Fernpunkte aufweisen. Die c-Linien gehören nicht 


zu. den 00’ Normkurven des Komplexes dZ + 5 (XaY — YdX)=0. Das Bild einer 


solchen c-Linie in der (x, y)-Ebene besteht aus oo! Linienelementen, die keinen Element- 
verein bilden. 


Wenn man sich der Abkürzungen + Pag, 52 = o bedient, so ist 
l. ” 2 —_ 
=, — (oo, yy= to”. Hieraus ergibt sich 


y=Cto(g+0), = to. 
Führt man 2 = yz ein, so ist 
M= an a, I Imtn, 


Die Ableitungen z,, 2,, 23 von 


lassen sich bequem berechnen, und man findet schließlich 


ds = 305 +2) Pioneer 1 P). 


y30 
und weiter 
dal 5 ( 1 >) 
ED \7rd)o 
so daß man schließen kann 
dl 3% Binz 
atrz"tm 


Da bei Annäherung an t = 0 offenbar / unendlich und s zu Null wird, so kommt man 
zu der Feststellung 


are tan (/Y15) + er sy15 = zZ: 
d.h. 


(18) 1= cot (sY15). 


IE 

















Kowalewski, Zur natürlichen Geometrie der irreduziblen G.. 217 


Das ist die gemeinsame natürliche Gleichung der Kurven (17). Die einzelnen Kurven 
der Schar unterscheiden sich dadurch, daß sie von verschiedenen Elementen sechster 


1 
Ordnung ausgehen. Aus der ersten Gleichung (17) entnimmt man t = z + ..., 


aus der ersten und zweiten 


r” y' ag 


1 1 
en A ee En a en be 





Die Kurven (17) haben also an der Stelle i = 0 das singuläre Element fünfter Ordnung 
I, y=0I, y=I9, =(0, y=4, y=I, y = 0 gemein. Sie berühren sich also 
dort ın fünfter Ordnung. Die zu € gehörige Kurve enthält das Element sechster Ordnung 
<=I, y-I, y=I, 9-0, =1,y,=0, ,=0, y =A5C”. Das den Kurven 
(17) gemeinsame Element läßt sich offenbar kennzeichnen als dasjenige singuläre Element, 
fünfter Ordnung, welches dasselbe Element vierter Ordnung enthält wie unser Anfangs- 
element #£,- 


Bemerkung über andere Geometrien. 


Auch ın andern Geometrien zeigt sich die bei Gruppe (1) festgestellte Eigenschaft, 
daß die zweite Begleittransformation Wjrf den Inbegriff der aus Wif, Wurf, Winf auf- 
gebauten Transformationen invariant läßt. Da (WW) = Wınf ist, so liegt jene Eigen- 
schaft vor, sobald (Wu Win) sich aus Wyf, Wnf, Wınf zusammensetzt. 

Z. B. lautet in der speziellen Affingeometrie, d.h. in der Geometrie der Gruppe 
P, 9, 29, zp — yq, yp die Identitätsformel 


di ( of 
tun) ae de © 


Als Anfangselement ist dabei 
2=0, P=0, NKA=-l0, Kell, Y=d0 
zugrunde gelegt. Da hier 


ou en 
und 
a 5 _ od\_0,% 
\ Tr 3) u 
ist, so besteht die bewußte Eigenschaft. Wenn man die Liesche Determinante von 
, ,7, 4 
Fe 77 
ED „I 
7 Im,’ 
0 
u Br. Mi: — 20V / 


gleich Null setzt, so ergibt sich die Differentialgleichung 
(19) (uw, —ı? Hi =0. 
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Sie gestattet die infinitesimale Transformation iz, so daß sich Gelegenheit zur An- 
wendung des Lieschen Multiplikatortheorems bietet. Nach diesem Theorem muß der 


Ausdruck 





udv — vdu + ivtdv 
— 9,2 





ein vollständiges Differential sein. Tatsächlich ist er das Differential von — + 2iv-. 


u a ° . 
Aus e + 2iw7? = c entnimmt man 


(u— co”? +ww=(0. 
Diese Parabeln sind die Integralkurven von (19). Sie haben das Element u=0,v=0, 


, =0, u = — 2 gemein. Ihre natürliche Gleichung lautet, wie sich herausstellt, / = 0. 


Sie sind singuläre Bahnkurven der Gruppe. 





Eingegangen 15. November 1938. 











Zur Theorie der algebraischen Funktionen 
zweier Veränderlicher. I. 


Divisorenklassen. 


Von Heinrich W. E. Jung ın Halle-S. 


Die Divisorenklassen eines algebraischen Körpers der Dimension 2, d. h. eines alge- 
braischen Körpers zweier unabhängiger Veränderlicher, kann man in Scharen einteilen, 
indem man zwei Klassen (Q) und (0) zu derselben Schar rechnet, wenn (Q, %) = (8, $) 
ıst für jeden Primteiler ®. Mit dieser Einteilung beschäftigt sıch die folgende Arbeit. 

Im Unterschied zu früher nenne ich die Zahl {Q} der in der Klasse (Q) enthaltenen 
linear unabhängigen ganzen Divisoren den Rang von (Q) und verstehe unter ihrer Dimen- 
sion wie die italienischen Mathematiker den um 1 verminderten Rang. 

Der zu betrachtende Körper der Dimension 2 werde mit A = (.r, y, 2) bezeichnet, 
wo zwischen x, %y, 3 die rational unzerlegbare rationale Gleichung F(.x, y, 2) = 0 bestehe. 
Ist F ın z vom Grade 1, ist also A der Körper (x, y) der rationalen Funktionen zweier 
unabhängiger Veränderlicher x, y, so heißt A rational. Entsteht A aus einem nicht ratio- 
nalen Körper der Dimension 1 durch Adjunktion einer zweiten unabhängigen Veränder- 
lichen, so werde Ä halbrational genannt. In allen anderen Fällen heiße A 'rrational. 


$ 1. Divisorenklassen in einem algebraischen Körper der Dimension 1. 


Zunächst seien kurz die Divisorenklassen in einem algebraischen Körper k der Dimen- 
sion 1 betrachtet. Zwei Klassen (q) und (gq’) sollen zu derselben Schar gehören, wenn sie 
dieselbe Ordnung haben. Divisoren und Klassen der Ordnung 0 mögen kurz Nulldivisoren 
und Nullklassen genannt werden. Haben zwei Divisoren q, und q dieselbe Ordnung, 
so ist q/q9u = teein Nulldivisor und (9/9,) = (t) eine Nullklasse. Umgekehrt hat der Divisor 
q = gut dieselbe Ordnung wie q,, wenn rt Nulldivisor ist. Man erhält daher alle Klassen, 
die mit (q,) zu derselben Schar gehören, wenn man in (gut) = (u) (t) die Klasse (rt) 
alle Nullklassen durchlaufen läßt, so daß es genügt, die Nullklassen zu betrachten. 

Da mit (rt) auch (rt!) und mit (t,) und (t,) auch (t,t,) = (t,t,) Nullklasse ist, so 
bilden die Nullklassen eine kommutative Gruppe, deren Einheit die Hauptklasse ist. 

Das Geschlecht von k sei g, und g, Sei ein ganzer Divisor der Ordnung g. Ist rein 
Nulldivisor, so enthält die Klasse (raq,) einen und i. a. auch nur einen ganzen Divisor q. 
Man erhält daher alle Nullklassen und i. a. jede nur einmal, wenn man q in (a/g,) die ganzen 
Divisoren der Ordnung g durchlaufen läßt, so daß ihre Anzahl &# ist. Es sei 


Be PP Ds pP,» 4, = PioPeo re Po; 


ferner seien ®,, %g,...,%, g linear unabhängige Integrale erster Gattung. Setzt man 


pi v2 Pu 
Mia 0 OR 79 


P10 20 P 50 
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so entspricht jeder Nullklasse (r) = (g/g,) ein Wertsystem u; und umgekehrt. Diese 
Zuordnung ist eineindeutig, wenn man zwei Wertsysteme u; als gleich rechnet, wenn sie 
sich nur um eine Periode unterscheiden. Die Klassen (g/aq,) und (g’/g,) sind nämlich 
dann und nur dann gleich, wenn ag’. Nach dem Abelschen Theorem unterscheiden 
sich aber dann und nur dann die zu q und q’ gehörenden Wertsysteme u; und u; höchstens 
um eine Periode, wenn gg’. 

Der Körper der Dimension g, der aus den symmetrischen Funktionen von g Stellen 
von k besteht, heißt die Riemannsche Mannigfaltigkeit von k. Die in ihr enthaltenen 
Funktionen sind abelsche Funktionen der g Veränderlichen u,. Das Ergebnis läßt sich 
daher so aussprechen: 

In einem algebraischen Körper k der Dimension 1 des Geschlechtes g gibt es © Null- 
klassen und ebensoviele Klassen einer gegebenen Ordnung. Die Klassen sind den Stellen der 
Riemannschen Mannigfaltigket V von k zugeordnet. Diese Zuordnung ist ausnahmslos 
eineindeutig, wenn man V als Körper von abelschen Funktionen von g Veränderlichen u; be- 
trachtet, und die Stellen von V durch die Werte der u, definiert. Dabei sind die u, auf ein 
Periodenrechtkant zu beschränken. 

Über die in den Klassen einer gegebenen Ordnung m enthaltenen ganzen Divisoren 
gilt nach dem Riemann-Rochschen Satz: 

1. Für m > 2g — 2 sind in jeder der 0% Klassen 00”=7 ganze Divisoren enthalten. 

2. Für gsm s2g—2 sind in jeder der ©? Klassen mindestens ©” ganze 
Divisoren vorhanden. Es gibt aber Klassen, die mehr enthalten. Ihre Anzahl ist höchstens 
oo, 

3. Fürg > m gibt es nur 00” Klassen mit ganzen Divisoren, und jede von ihnen ent- 
hält ı.a. nur einen ganzen Divisor. 


$ 2. Nulldivisoren und Nullklassen in einem Körper der Dimension 2. 

Ist Q ein Divisor und ® ein Primteiler, so heiße (Q, ®) die Ordnung von D\ in bezug 
auf 2. Da (U, P) = (U, P), wenn Q,— Q,, so haben alle Divisoren derselben Klasse 
dieselbe Ordnung in bezug auf ®, so daß wir (DO, $) auch die Ordnung der Klasse (Q) 
in bezug auf ‘® nennen. 

Sind 2 und M die Nenner der unabhängigen Veränderlichen x, y, und ist 

DO,8L)=a, MU,R)=P, 
so soll (x, £) die Ordnung von Q und (&Ü) in bezug auf X, M heißen oder auch kurz die 
Ordnung von & und (U), wenn die unabhängigen Veränderlichen fest gewählt sind. 

Haben zwei Divisoren Q, und Q, dieselbe Ordnung in bezug auf jeden Primteiler, 
so sagen wir, sie sind algebraisch äquivalent, in Zeichen 

(1) Don. 

Wollen wir die gewöhnliche Äquivalenz hiervon unterscheiden, so sprechen wir von 
rationaler Äquivalenz. Sind Q, und ©, rational äquivalent, so sind die Klassen (Q,) 
und (Q,) einander gleich. Sind sie nur algebraisch äquivalent,. so sagen wir, ihre Klassen 
sind äquivalent, in Zeichen 

(2) (DO) (BD). 

Die rationale Äquivalenz ist ein Sonderfall der algebraischen. 

Von zwei Divisoren oder Klassen, die algebraisch äquivalent sind, sagen wir auch, 
sie haben dieselben Ordnungen. Sind diese Ordnungen alle O0, so heißt der Divisor ein 
Nulldivisor und die Klasse eine Nullklasse. Zu den Nullklassen gehört die Hauptklasse, 


a ee en ee 
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so daß es mindestens eine Nullklasse gibt. Für jeden Nulldivisor R und jede Nullklasse (R) 
gilt 

(3) Keil, (M-(). 

Sind &, und ©, Divisoren gleicher Ordnungen, ist also Q, = Q, und (Q,)- (D), 
so ist Q,/OQ, Nulldivisor und (Q,/Q,) Nullklasse. Ist umgekehrt R ein Nulldivisor, so 
haben die Divisoren Q, und Q, = NR, dieselben Ordnungen. Man erhält also alle Divi- 
soren, die mit einem gegebenen Divisor Q dieselben Ordnungen haben, und nur diese, 
wenn man in RQ den Divisor NR alle Nulldivisoren durchlaufen läßt. Um eine Übersicht 
über alle Divisoren und Klassen gleicher Ordnungen zu erhalten, genügt es also, die Null- 
dıvisoren und -klassen zu betrachten. 

Da Produkt und Quotient zweier Nulldivisoren wieder ein Nulldivisor ist, so bilden 
die Nulldivisoren eine (unendliche) kommutative Gruppe, die mit <#) bezeichnet sei. 
Das Einselement ist der Divisor 1. Ebenso bilden die Nullklassen eine kommutative 
Gruppe <(R)), deren Einheit die Hauptklasse ist. 

Ist R Nulldivisor und Q irgendein Divisor, so ist 

(4) (R,O)=0, also auch (RR) = 0: 
jede Nullklasse hat daher den Grad 0. 


$S 53. Hilfssätze. 
l. Ist ® ein Primteiler und & ein ganzer Divisor, so ist 
(%, 6) >20, wenn (2) >20. 
Ist nämlich ®’ ein von ® verschiedener Primteiler, so ist (R, ®’) als Zahl der Schnitt- 
punkte von ® und ®’ größer oder gleich 0. Daher kann (%, ©) nur dadurch kleiner als 0 
werden, daß ® in ®& enthalten ist, und daß (%, T) <O ist. 
2. Für den Primteiler E und die Klasse (®) gelte 
(&,6) >20, {> A6E,6)+/, 7>0, (E6)20. 
Dann gibt es ın (®) einen ganzen Divisor, der durch 6 teilbar ist. 
Da {6} > (6,6) + 1, so gibt es in (©) einen ganzen Divisor, der mindestens 
(E, &) + 1 Schnittpunkte mit E gemeinsam hat, der also E enthält. Setzt man & = (6,, 
so wird 
{6} 2 16} — (8, 6) — 1> (A—1)(8, 6) +(A—1) 
—= (4A—1) (8, ®,) + (7? —1)(&, 6) + (72 —1), 
so daß 
{> (2—1)(E,6,)+(4—1). 
Ist A— 1 > 0, so folgt, indem man in den eben angestellten Betrachtungen A durch 4 — 1 
ersetzt, daß in (&,) mindestens ein durch € teilbarer ganzer Divisor enthalten ist, und daß 
für 6, = (6,, also & = ©? 6, 
(64 > A — 2) (E, 6) + (A — 2). 
In dieser Weise kann man fortfahren und findet: 
Ist & = &*&;, so ist 
{$4 > (A—k)(E, 6) + (A— A), wenn AZKk. 
Hieraus ergibt sich für k = A, daß {$,} = {S/E”} > 0, daß es also in der Klasse (6 GC) 
einen ganzen Divisor gibt. Das ist aber die Behauptung. 
3. & sei ein Primteiler, (&) eine Klasse und A eine positive ganze Zahl. Dann ıst 
(5) {St <S AE,G) + A, wenn OS (EL, 6) < AL, E), also (6, EC) > 0. 
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Machen wir die Annahme, der Satz sei nicht richtig, es sei also {6} > A(C, ©) + 4, 
so folgt nach Hilfssatz 2, daß es in (®) einen ganzen Divisor &, = CH gibt, der durch € 
teilbar ist. Dann wird 

H- GC", (E,9) = (E, 6) — GO), 
so daß nach (5) (€, 9) < 0, während nach Hilfssatz 1(€, 9) 2 0 ist. Die Annahme ergibt 
daher einen Widerspruch. 

4. Sind & und M die Nenner der unabhängigen Veränderlichen x, y, so ist für 
(2,6) 0 

(6) {OS} < AR, 6)+ A, wenn (M, 6)— ALM) <O. 

Macht man die Annahme, daß {6} > A(2, 6) + A, so gibt es wegen (2, %) = 0 
nach Hilfssatz 2 in (®) einen ganzen Divisor &9H, der durch &* teilbar ist. Daraus 
ergibt sich 

HG“, (MH) = (IM, 6) — HR, M), 
so daß nach (6) (M, 9) < 0, was dem Hilfssatz 1 widerspricht. 


$ 4. Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß ein Divisor Nulldivisor ist oder eine Klasse Nullklasse. 


Die Bedingung dafür, daß ein Divisor Nulldivisor ist, geben wir in mehreren 
Formen an. 


1. Der Divisor DQ ist dann und nur dann Nulldivisor oder die Klasse (DQ) Nullklasse, 


wenn 


(7) (D,0)=0 und (ED) = 0 
für auch nur einen Primteiler &, für den 
(8) (8,6) > 0. 


Um nachzuweisen, daß DO Nulldivisor ist, ist zu zeigen, daß (BP, DO) = 0 für jeden 
Primteiler ®. Den Nachweis führen wir indirekt, nehmen also an, es sei PB ein Primteiler, 


für den (®, 0) #0. Da Q und DI’ gleichzeitig Nulldivisoren sind oder nicht, so kann 


man Q durch Q”’ ersetzen. Wegen (%, O7!) = — (%, Q) darf man daher annehmen, 
daß 

(9) (BO)>0. 

Setzt man, unter ($t) die kanonische Klasse verstehend, zur Abkürzung 

(10) s= {op + {RO TPN, 


so ist nach dem Riemann-Rochschen Satze wegen (7) 
A) sn HERE LER N + a|u, 5-0, 9]. 
Wählt man u fest, und zwar so, daß 
u(R, 0) — 5, (0,0 > 0, 


was wegen (9) möglich ist, so wächst s gleichzeitig mit x nach + &. 


Ferner sei eine ganze Zahl A so gewählt, daß 
(C, OP) = ulE, P) <AE, ©), 
(€, KOTPR”) re (E, Kt) sogE u(ß, ») a“ AG, 6), 


was wegen (8) möglich ist. Die Zahl A kann und soll unabhängig von & gewählt werden. 
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Da (£, OP) = ul, BP) > 0, so ist nach 83, Hilfssatz 3 
{OP} < Au, P) + 2. 

Ist (&, ROTPT) = (CE, 8) — u(E, PB) <O, so kann nach $ 3, Hilfssatz 1 die 
Klasse (KOT’PT’) keinen ganzen Divisor enthalten, sodaß {KO P7Y=0. Ist 
(E,ROTPT)>O0, so ist nach $ 3, Hilfssatz 3 

ROTPNY <A M (EP) +2. 

Auf jeden Fall liegt die durch (10) definierte Zahl s unterhalb einer endlichen 
von & unabhängigen Schranke, während sich vorher ergeben hatte, daß s mit x nach + 
geht. Die Annahme (%, DO) > 0 muß also falsch sein. Die im Satze angegebenen Bedin- 
gungen sind daher hinreichend. Daß sie notwendig sind, folgt aus der Definition der Null- 


divisoren und -klassen. 
2. Man kann in Satz 1 den Primteiler & durch einen ganzen Divisor 


(12) E= BR: % 
ersetzen, wenn 
(13) (Bo Po) > I Ws i)>0 für k>O. 


Zum Beweise sei wieder angenommen, es: gebe einen Primteiler ®, für den (RB, DO) > 0, 
so daß die durch (10) gegebene Zahl s bei passend gewähltem „ mit x nach + oo geht. 
Es enthält dann entweder (DR) oder (KOT*P”) für beliebig großes x ganze Divisoren. 

Im ersten Fall folgt wegen (13) nach $3, Hilfssatz 1 

(Pr, OP“) Bun Br; D) + ulPBı; 7) >) 


und ım zweiten 


(Br, KOTPT) u (Pr; Kt) . AB; OD) Dunn uB,; 7) >. 0, 

und zwar für beliebig großes positives x. Daher ist entweder 

(14) (B,0)=20 für k=0,1,..„r oder (B,,D)<0 für k=0,1,...,r. 
Aus der Voraussetzung 

(8,9) = (PB; 0) + (PB, 9) ++ (83,8) = 0 
ergibt sich wegen (14) 
(2,,8)=0 fr k=0,1,..,r. 

Da nach (13) (®,, Po) > 0, folgt aus Satz 1 die Behauptung, wenn man für C den Prim- 
teiler ®%, wählt. 

3. Sind 2 und M die Nenner der unabhängigen Veränderlichen x, y, so ıst der Divi- 
sor DO dann und nur dann Nulldivisor, wenn 

(15) (D,809)=0, DO) (M,d&O)=0. 

Daß die Bedingungen (15) notwendig sind, folgt aus der Definition der Nulldivisoren. 
Um zu beweisen, daß sie hinreichend sind, sei wieder angenommen, es gebe einen Prim- 
teiler ®, für den (P, DO) > 0. Wir benutzen wieder die durch (10) gegebene Zahl s, von 
der wir wissen, daß sie bei passender Wahl von « mit x nach + oo geht, und wählen eine 
ganze Zahl A so groß, daß 


(M, AP) = aM, P) < AL, M), 
(M, KOTRT) u (M, K) a uM, 7) < AR, M), 
was wegen (2, M) > 0 möglich ist. Die Zahl A kann und soll unabhängig von x gewählt 


werden. Ähnlich wie unter Nr.1 folgt, daß s unterhalb einer endlichen von x unabhängigen 
Schranke liegt, was dem oben gewonnenen Ergebnis widerspricht, daß s mit x nach + oo 


geht. Also muß (B, DO) = 0 sein. 


29* 
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4. Für zwei Divisoren D, und D, gilt dann und nur dann 

(16) I, =D, (DO) (De), 
wenn 

(17) (2,9) — 29,0) + (DO, D)=0, (&, Q,) = (8, 0,) 
für auch nur einen Primteiler & mit (&, &) > 0 oder für nur einen ganzen Divisor &, der 
nur Primteiler enthält mit nicht negativem Grade und mindestens einen Primteuler mit posi- 
tiwem Grade. 

Setzt man Q = Q,/Q,, so ist nach (17) 

(18) (,0)=0, (8,9)=0 
und die Behauptung (16) folgt aus Satz 1 und 2. 

5. Sind X und B Divisoren, von denen einer, etwa U ganz ıst und nur Primteiler ent- 
hält, deren Grad nicht negativ ist, und mindestens einen Primteiler mit positivem Grade, und 
ısi 
so Ist 

(20) AT-BdB, (MB). 

Setzt man Q = WB und wählt in Satz 1 und 2 € = N, so ergibt sich die Behauptung, 
da nach der Voraussetzung (19) die Gleichungen (18) gelten. 


$ 5. Rational und algebraisch verbundene Divisoren und Klassen. 


G,,6,,..., &, seien Divisoren. Lassen sich ganze Zahlen 4,, die nicht alle ver- 
schwinden, so bestimmen, daß 


(21) Art, also (C1)" (E)” --- (E,)” = (1), 
so sollen die Divisoren GC; oder die Klassen (&;) rational verbunden heißen. Lassen sich 
die /. so bestimmen, daß 

(22) 1@ 1, also (EI (EI (A -M), 
so mögen die Divisoren &; oder die Klassen (C;) algebraisch verbunden heißen. 

Da die rationale Äquivalenz ein Sonderfall der algebraischen ist, so sind rational 
verbundene Divisoren auch immer algebraisch verbunden. 

Die Bedingungen dafür, daß gegebene Divisoren algebraisch verbunden sind, werden 
durch folgenden Satz gegeben. 

Es seien &,, &;,,..., &, Divisoren; ferner sei & ein Primteiler von positivem Grad 
oder ein ganzer Divisor, dessen Primteiler einen nicht negativen Grad haben, und der minde- 
stens einen Primteuler mit positivem Grad enthält. Man setze 

(23) (E, &;) = », (&, &) = vi 
und bezeichne mit v, die quadratische Matrix der v;; und mit v die Matrix, die aus v, 
entsteht, wenn man in einer neuen Zeile die v; hinzufügt. Dann ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die r Divisoren &, algebraisch verbunden sind, die, daß die 
Matrix v höchstens den Rang r—1 hat. 

Zunächst kann man der Definition der algebraischen Verbundenheit die Form geben: 

Die r Divisoren G; heißen algebraisch verbunden, wenn es ganze Zahlen ),, die nicht 
alle verschwinden, so gibt, daß der Divısor 


(24) R= EHE... Cr 


ein Nulldivisor ıst. 
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1. Die Zahlen }, mögen sich so bestimmen lassen, daß R in (24) ein Nulldivisor ist. 
Dann folgt aus (24) nach der Definition eines Nulldivisors 

(25) (R, &) = /ırın + Ara + + Ara =, 

(26) (R,E)= Ar, + An +: +4, =0. 


Da » die Matrix dieses linearen homogenen Gleichungssystems ist, so folgt, daß » höch- 
stens den Rang r—1 haben kann. 

2. Der Rang von » sei höchstens r — 1. Dann haben die Gleichungen (25), (26) 
mindestens eine von 0 verschiedene Lösung. Da die v; und »;. ganze Zahlen sind, so 
haben sie auch eine ganzzahlige Lösung (/;). Definiert man dann Rt durch (24), so folgt 
aus (25), (26) 

(R,R)= ZAHN, ) = 0, (RE)=0, 
so daß nach $4, Satz 1 und 2 der Divisor NR ein Nulldivisor ist. 

Zusatz. Ist einer der Divisoren G;, etwa @,, ein ganzer Divisor, der nur Primteiler von 
nicht negativem Grade enthält und mindestens einen mit positivem Grade, so kann man 
G, an Stelle von E verwenden. In diesem Falle sind daher die r Divisoren G; algebraisch 
verbunden, wenn der Rang der Matrix », höchstens r — 1 ist. 

Bedingungen für die rationale Äquivalenz zweier Divisoren und damit auch für die 
rationale Verbundenheit von Divisoren hat Severi ([2], [3]) angegeben!). Wir behandeln 
diese Frage in $ 14. 


S 6. Bestimmung der Nullklassen. 

Ist &, ein ganzer Divisor, so sagt man, alle ganzen Divisoren G, für die GG, eın 
Nulldivisor ist, bilden eine Schar <&). Die Bestimmung der Schar kann nach Severi 
([1]) auf algebraischem Wege erfolgen, so daß ihre Divisoren den Stellen eines algebrai- 
schen Körpers zugeordnet sınd. Zerfällt dieser Körper, so heißt die Schar zerlegbar, 
sonst unzerlegbar. Uns kommt es nur auf die verschiedenen Klassen (&) an. Die Ver- 
änderlichkeit der Parameter der Schar (E) sei so eingeschränkt, daß man aus jeder Klasse 
einen und nur einen ganzen Divisor erhält. Auch diese ganzen Divisoren bilden eine 
algebraische Schar, so daß die Klassen i. a. eineindeutig den Stellen eines algebraischen 
Körpers, etwa der Dimension s, zugeordnet sind. Unter <E) sei im folgenden diese Schar 
verstanden. Da (&/C,) Nullklasse ist, so ist für jeden Divisor Ö 

(27) (D,6)= (Q, 6,), also auch (6,6) = (E,6,) = (6, 6o)- 


Im besonderen sei die Klasse (G,) regulär, so daß 

1 

(28) (&y=p,+1+ D) 
Außerdem kann und soll &, so gewählt sein, daß 

(29) (EC, K/E,) = (CL, RC) <O, also {R/E} = IN/l = 0. 


Ferner ist die Klasse (E,) vollkommen primitiv, und ihre ganzen Divisoren sind ı.a. 
Primteiler. 

Gehört & der Schar <&) an, so ist nach Definition (E/C,) = (NR) Nullklasse. Ist 
umgekehrt (R) Nullklasse, und enthält die Klasse (RE,) einen ganzen Divisor, so enthält 
sie auch einen ganzen Divisor der Schar <C). Im allgemeinen ist nicht in jeder der Klassen 
(RE,) ein ganzer Divisor vorhanden. Wenn aber für &, die oben angegebenen Bedingun- 
gen erfüllt sind, so ist nach dem Riemann-Rochschen Satz unter Beachtung des Um- 


1 j 
(&, 6) — 5 (E,8) >2, 9, (6) =» —p, = 7, Or (R) —(. 





1) Die Zahlen in [| ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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standes, daß R Nulldivisor ist, 
RE) >, +1+550-5(5,9-(E) 22, 


so daß jede der Klassen (RE,) ganze Divisoren enthält. Man bekommt daher alle Null- 
klassen und jede nur einmal, wenn man in 

(30) (R) = (E/E,) 
& die Divisoren der Schar <&) durchlaufen läßt. 

Der Körper, dessen Stellen die Divisoren & eineindeutig entsprechen, heiße V. 
Es besteht die Möglichkeit, daß er zerfällt, etwa in m Körper 

IE el SER 

so daß m unzerlegbare Scharen <&) vorhanden sind, die nicht miteinander zusammen- 
hängen. Die V; entsprechende Schar sei mit C; bezeichnet, und mit A; die Gesamtheit 
der Nullklassen, die man aus (30) erhält, wenn & die Divisoren aus €; durchläuft. Im 
besonderen sei C, die Schar, die @, enthält, so daß ın AR, die Hauptklasse (1) vorkommt. 
Wie schon in $ 2 angegeben, bilden die Nullklassen eine kommutative Gruppe AR, in der 
die Hauptklasse die Einheit ist. Von dieser Gruppe ist AR, eine Untergruppe. Denn AR, 
enthält die Nullklassen, die stetig in (1) übergehen können und nur diese. Da mit (R) 


und (R’) auch (R”") und (RR’) stetig in (1) übergeführt werden können, so sind mit (R) 
und (R’) auch (R”') und (RR’) in R, enthalten. Ist (R;) eine Klasse aus A;, so enthält A; 
die Nullklassen, die stetig in R; übergehen können, und nur diese. Liegt daher (R;) 
auch in A;, so ist (R;/R;) eine Klasse aus Ro, da diese Klasse stetig in (1) übergeht, 
wenn (%;) stetig zu (R;) wird. Daher ist AR; Nebengruppe von Av, und es ist 
Ep 

eine Zerlegung von R in Nebengruppen. 

Hieraus folgt, daß man die in A; enthaltenen Nullklassen denen aus R, eineindeutig 


zuordnen kann, indem man die Klassen (R,) und (R,R;) bei fest gehaltenem R, einander 
entsprechen läßt. Nach Severi ist die Dimension von V, gleich y=p,—p,. Da die 


Nullklassen aus A; den Stellen von V; ı.a. eineindeutig entsprechen und die Nullklassen 
von R; denen von R,, so entsprechen die Stellen von V; i.a. eineindeutig denen von V,. 
Die Körper V; entstehen daher aus V, durch birationale Transformation. Man kann sie 
geradezu als identisch annehmen. YV, heißt die Picardsche Mannigfaltıgkeit von K (vgl. 
15). 

Da jeder Stelle von V, ein ganzer Divisor, i. a. ein Primteiler, € von Ä entspricht, 
so müssen die Körper A und V, so miteinander algebraisch verbunden sein, daß der 
Körper (A, V,), der durch Zusammenfügen von K und V, entsteht, die Dimension y + 1 
hat. Wird dann V, auf eine seiner Stellen, etwa auf s, abgebildet, so geht Ä in einen Körper 
der Dimension 1 über, nämlich in den Körper €, der s entspricht. Da V; = V,, so kann 
für m > 1 die algebraische Verknüpfung von Ä und V, auf mehr als eine Art, nämlich 
auf m Arten, so vorgenommen werden, daß einer Stelle von V, ein ganzer Divisor & 
entspricht derart, daß &/C, ein Nulldivisor ist. Ob m größer als 1 sein kann, weiß ich nicht. 
Die Zahl würde eine Invariante von Ä sein. 


$ 7. Die Picardsche Mannigfaltigkeit. 


Den Stellen s,, s,s; von V, mögen die Nullklassen (1), (R), (R,) aus AR, entspre- 
chen. Der Klasse (RR,) entspreche die Stelle s’ von V,. Auf diese Art wird bei fest 
gehaltenem s, jeder Stelle s von V, eineindeutig eine Stelle s’ zugeordnet, im besonderen 
der Stelle s, die Stelle s,. Mit anderen Worten, es gibt eine birationale Transformation 











Ic Zn «+ BE, Ze I 
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von V, in sich. Diese ist vollkommen dadurch bestimmt, daß s, in s, übergehen soll. 
Da s, auf oo? Arten gewählt werden kann, so gibt es &? birationale Transformationen 
des Körpers V, der Dimension y in sich. Nach einem Satze von Picard ist daher V, 
ein Körper abelscher Funktionen von y Veränderlichen u; oder eine Entartung eines 
solchen. In dem hier vorliegenden Falle tritt eine Entartung nicht ein. Die Transformatio- 
nen von V, in sich sind durch 
vom + 6 

gegeben, wo die c; konstant sind. 

Die Stellen von V, können auch durch die Werte, die die u; in ihnen haben, definiert 
werden, wobei zwei Stellen als gleich gelten, wenn die u; sich nur durch eine Periode 
unterscheiden. Bei dieser Definition der Stellen ist das Entsprechen zwischen den Null- 
klassen von AR, und den Stellen von V, ausnahmslos eineindeutig, während es bei der 
algebraischen Definition der Stellen für y 2 2 vorkommt, daß unendlich vielen Stellen 
von V, nur eine Nullklasse entspricht. 

Wir haben daher hier im wesentlichen dieselben Verhältnisse wie bei den Nullklassen 
eines Körpers der Dimension 1. 


$ 8. Algebraisch zusammenhängende Divisoren und Klassen. 


Gehören die ganzen Divisoren X und ® derselben nicht zerfallenden Schar an, so 
ist W = DB oder, was dasselbe bedeutet, es ist (A/B) Nullklasse. Das Umgekehrte gilt i. a. 
nicht. Aber es besteht folgender Satz von Severi ([4]): 


Es seien X und B zwei ganze Divisoren, die algebraisch äquivalent sind, so daß (WB) 


Nullklasse ist, und daß 

(31) (AN = (UB) = (BB). 
Für (U, A) > 0 gibt es eine positive ganze Zahl A so, daß W und 8” derselben nicht zer- 
fallenden Schar angehören. Ist (WU, A) = 0, so gibt es einen ganzen Divisor B und eine ganze 
positive Zahl 3 so, daß WU und PB” derselben nicht zerfallenden Schar angehören. 

Der Fall (X, A) < 0 kann wegen (W, WA) = (WU, B) nicht eintreten, wenn A und 
teilerfremd sind, was man ja immer voraussetzen kann. 

Severi hat folgende Bezeichnungen eingeführt ([4]): 

1. Läßt sich der Divisor O in der Form 


schreiben, wo ®, und ®, ganze, nicht notwendig teılerfremde, Divisoren sind, die derselben 
nicht zerfallenden Schar angehören, so hängt DO algebraisch mit 1 und (&) mit (1) zu- 
sammen, in Zeichen 


2. Gilt für zwei Divisoren Q, und Q, 


1, 


| 


so hängen sie und auch ihre Klassen algebraisch zusammen, in Zeichen 
u 5 \ m 16 
Q, =U,, (Q)=(U,). 


3. Die r Divisoren @,, &,,..., €, heißen algebraisch abhängig voneinander, wenn 
es ganze Zahlen A,, As, . . ., 4 gibt, die nicht alle Null sind, so daß 


(32) =  Gei. 
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Mit Benutzung dieser Definitionen kann der im Anfang dieses Paragraphen ange- 
gebene Satz von Severi in der Form ausgesprochen werden: 

Aus Q=1 oder (D) = (1) folgt Q = 1, (DQ) > (1); umgekehrt ergibt sich aus VW = 1 
oder (D)» (1), daß es eine ganze Zahl } gibt, so daß Vi, (O)= (1). 

Unter Verwendung der in $5 eingeführten Bezeichnung ergibt sich noch: 

Die Divisoren &,, &,, . . ., C, sind dann und nur dann algebraisch abhängig, wenn sie 
algebraisch verbunden sind. 

Sind nämlich erstens die GC; algebraisch abhängig, so gibt es nach Definition 3 
ganze Zahlen };, so daß (32) gilt. Daraus aber folgt Q = 1, und das bedeutet nach $ 5, 
daß die @&, algebraisch verbunden sind. 

Sind zweitens die E; algebraisch verbunden, so gibt es ganze Zahlen zu, die nicht 
alle Null sind, so daß 


u Cu... de 


Dann aber gibt es eine ganze Zahl A so, daß Q=- X=1. Es gilt daher (32), wenn 
man Ak = Au Setzt. Das bedeutet aber, die &; sind algebraisch abhängig. 
In Verbindung mit den Ergebnissen des $4 können wir sagen: 
Die folgenden drei Behauptungen über r Divisoren TI, besagen inhaltlich dasselbe: 
1. Aus den T,; läßt sich mindestens ein von A verschiedener Nulldivisor zusammensetzen. 
2. Die I, sind algebraisch verbunden. 
3. Die T, sind algebraisch abhängıg. 


$ 9. Lineare Integrale dritter Gattung. 

Nach Severi gilt 

Satzi. /st T ein Nulldivisor, so gibt es ein lineares Integral w dritter Gattung, das 
unendlich wird wie log T; d.h. bei einer Stelle S mit den Ortsfunktionen u, v hat w die Dar- 
stellung 

w = log Tu, v) + Plu, v), 
wo Tu, v) die zugeordnete Funktion von T für 5 ist, während P eine gewöhnliche Potenz- 
reihe von u, v Ist. 

Nach $ 8 folgt aus der Voraussetzung, daß es eine ganze Zahl A so gibt, 
daß I’ — 6,/&,, wo &, und ®, ganze Divisoren sind, die derselben nicht zerfallenden 
Schar angehören. Dann gibt es auch eine einfach unendliche Schar (&), der &, und ®, 
angehören. Der Körper, dessen Stellen die Divisoren dieser Schar eineindeutig zugeordnet 
sind, sei X. ©, und ©, mögen den Stellen p, und p, von k entsprechen. Der Körper 
A* = (K,k) ist von der Dimension 2, da A in einen Körper einer Dimension, nämlich 
in einen Divisor von <&), übergehen muß, wenn k auf eine seiner Stellen p abgebildet 
wird. Da k Unterkörper von Ä* ist, so entspricht jeder Stelle p von k ein ganzer Divisor &* 
von A*, der einem Büschel <&*) angehört. Die Norm von ®* in bezug auf Ä ist dann der 
Divisor & der Schar <®), der p zugeordnet ist. In k sei v ein Integral dritter Gattung, 
das nur logarithmisch unendlich wird, und zwar an den Stellen p, und p, mit den Resi- 
duen + 1 und — 1. Es ist gleichzeitig lineares Integral aus A*, das unendlich wird wie 


log (&7/®5). Die Spur von dv in bezug auf K sei Adw. Dann ist ). [ dw ein lineares Integral 
dritter Gattung aus A, das unendlich wird wie log ($,/&,) = A log T, so daß w unendlich 
wird wie log T. 

Definition. Die Divisoren T,, Tg, - - -, Z, sollen linear (‚„linear“‘ bezieht sich auf die 
Exponenten der ın den X, enthaltenen Primteiler) unabhängig heißen, wenn der Divisor 


e.. 


IT 


T u T . . . 
+. 2,“ nur dann gleich 1 ist, wenn alle rt; verschwinden. 





‚e 
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Satz 2. Lassen sich aus den Primteilern 


Pı; Pa, ee PB. 
u linear unabhängige Nulldivisoren 

T,, T,, u zZ, 
bilden, und ist w, ein lineares Integral dritter Gattung, das wie log T, unendlich wird, so 
läßt sich jedes lineare Integral dritter Gattung, das nur logarithmisch und längs der ®, 
unendlich wird, in der Form 


(33) v0W+0W+'+te,w+l 
darstellen, wo die o, konstant sind, während I ein Integral erster Gattung ist. 
Bei einer Stelle 5 sei 


(34) w u’ sz log Pılu,v) + P, 
wo Pı(u, v) die zugeordnete Funktion von Pı für 5 ist, während P eine gewöhnliche 
Potenzreihe von u, v ist. Die Konstante s; heißt das Residuum von w oder dw für Pr. 


Nach dem Residuensatz besteht für jeden Divisor Q die Gleichung 
(35) sa, Pı) + sl, B)+ +9, Pu) = 0. 
Diese Gleichungen mögen genau u linear unabhängige Lösungen 
Ti As: Sa (=1,2...1) 
haben. Sie können und sollen ganzzahlig angenommen werden, da die Koeffizienten in (35) 
ganze Zahlen sind. Setzt man 


T, Pin Pa u, 
so sind die 7; linear unabhängig, und wegen (35) ist (Q, T;) = 0 für jeden Divisor D. 
Die 7, sind daher Nulldivisoren, und es gibt lineare Integrale w; derart, daß w,; unend- 
lich wird wie log %;. Da die sk den Gleichungen (35) genügen, so gibt es Konstanten 
01, O4 + +, 0, 80, dab 
sm u tr&pmr' tr 0, Ian“ 

Das Integral w, = &o;w; wird also genau so unendlich wie w, so daß w— w, = I ein 
Integral erster Gattung ist. 


$ 10. Basen für Divisoren und Divisorenklassen. 


Nach einem Satz von Picard ([6]), Bd. 2, S. 240 unten), gibt es eine Zahl o mit der 
Eigenschaft: 

Man kann o Primteiler %; derart finden, daß es kein lineares Integral dritter 
Gattung gibt, das höchstens längs dieser ®; logarithmisch unendlich wird, daß es aber 
immer ein Integral dritter Gattung gibt, daß höchstens längs dieser ®; und längs irgend- 
eines anderen Primteilers ® logarithmisch unendlich wird. 


Diese Zahl o heißt Picardsche Zahl. Sie ist nicht absolut invariant. Wohl aber ist 
die Zahl 


T=0+ (88), 
wo ($) die kanonische Klasse bedeutet, absolut invariant. Sie wird Picardsche Invariante 


genannt. 
In Verbindung mit den Sätzen des vorigen Paragraphen folgert Severi hieraus 
(14): 
Satz 1. Es gibt o Primteiler oder auch Divisoren &,, E,, . . ., &, derart, daß sie nicht 
voneinander algebraisch abhängen, daß aber jeder andere Divisor E von ihnen algebraisch 
Journal für Mathematik. Bd. 180. Heft 4. 30 
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abhängt. D.h. es gibt ganze Zahlen }, Ay, Ay » + +, A, so, daß 
2 i, 2 
(36) Erd G... Cr. 


Hier ist A #0 und die A, sind dann und nur dann alle 0, wenn & Nulldivisor ist. 

Statt (36) kann man auch schreiben 

(37) "= dich... ER, 
wo ®R ein Nulldivisor ist. 

Definition. o Primteiler oder allgemeiner oe Divisoren, die nicht algebraisch von- 
einander abhängen, von denen aber jeder andere Divisor algebraisch abhängt, heißen 
nach Severi eine Basis für die Divisoren und ihre Klassen eine Basis für die Klassen. 


Satz 2. o Divisoren bilden dann und nur dann eine Basıs, wenn die Determinante 
ihrer Schnittzahlen von Null verschieden. ist. 
Dabei bedeutet o immer die Picardsche Zahl. 


$ 11. Die Punktprimteiler. 

1. Punktprimteiler. Gilt für einen Primteiler ® 

(38) (PB; L) = 0, (PB; M) =0, 
so haben wir ihn Punktprimteiler genannt. Ein Divisor, der nur solche Primteiler enthält, 
soll Punktdivisor heißen. Deutet man x, %, z in der den Körper Ä definierenden Gleichung 
F(x, y,z2) = 0 als kartesische Koordinaten, also # = 0 als die Gleichung einer alge- 
braischen Fläche F, so entstehen die Punktprimteiler aus den isolierten singulären Punkten 
von F oder aus den auf F liegenden Geraden, die parallel zur z-Achse sind. Ein isolierter 
singulärer Punkt, dessen Tangentenkegel das Geschlecht g hat, enthält z. B. einen Punkt- 
primteiler vom Geschlechte g. Die Zahl der Punktprimteiler ist endlich. Sie seien be- 
zeichnet mit 


(39) SE We 


Bei geeigneter Definition der Stellen haben die Primteiler ®; keine mehrfachen Stellen, 
so daß für das Geschlecht z(%;) von 3; gilt 


(40) 2) — 2 = (Br, ar). 
Da nach (38) 
(41) BL) =0, (Bu;M)=0, 
so gehen x und y für ®; = 0 in Konstanten über, etwa in a, und b;, so daß 
(42) 2 >%, y->bı für %=0. 


2. Die Punktprimteiler 3; sind nicht voneinander algebraisch abhängig, oder, was 
dasselbe bedeutet, es läßt sich aus ihnen kein Nulldivisor zusammensetzen. 

Wäre die Behauptung nicht richtig, so würde es nach $9 ein einfaches Integral 
dritter Gattung geben, das nur längs der ®; unendlich werden könnte. Das wäre aber 
eine analytische Funktion von x, y, die nur an den Stellen (az, 5) unendlich werden 
könnte und nicht in ihrer Umgebung. Das aber ist nicht möglich. 

3. Die Determinante der Schnittzahlen (B;, Br) ist nicht Null, 


Macht man die Annahme, die Behauptung sei nicht richtig, so lassen sich ganze 
Zahlen 4;, die nicht alle verschwinden, so bestimmen, daß 


Zıl Br, Y) -- AB, Be) E= re u Im(Be, Yon) ui 0, k — ® 2, on m. 














Setzt man 


(44) B= Vga... y 








en 


Ze 
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so ist hiernach 


(B,%) = 0, also (9, %) = 2 Br, VB) = 0. 
Da wegen (41) auch (%, VB) = (M,B)=0, so ist VW nach $4, Nr. 3 ein Nulldivisor, was 
nach 2. nicht sein kann. 
4. Für jeden Punktdiisor ® ıst (B,B) <0O, so daß im besonderen (Br, Br) < 0. 
Erstens kann (3, ®) nicht Null sein, da sonst ® Nulldivisor wäre. Zweitens zeigen 
wir indirekt, daß (3, 8) nicht größer als Null sein kann, machen also die Annahme 


(45) (B,9)>0. 
Setzt man, unter / eine ganze Zahl verstehend, 
(46) = {VB} + {ROT}, 
so ıst nach dem Riemann-Rochschen Satz 
Be Aa 
r; = P, u. 1 + ) (3, %) =\; ) (B, ft), 


j en | u 3 . 

so daß wegen (45) r; gleichzeitig mit |} nach + oo geht. Die Klasse (W”) kann höchstens 
. . . .. . } Ri ® Er ® 

einen ganzen Divisor enthalten, nämlich ®”, wenn ®” ganz ist. Wäre noch ein anderer 


ganzer Divisor 6 vorhanden, so würde &/%* eine Funktion aus Ä sein, also eine ana- 
Iytische Funktion von r, y, und zwar eine, die höchstens an den Stellen (a;, 5.) unendlich 
werden könnte, nicht aber in deren Umgebung. Das aber ist nicht möglich. Daher ist 
Rüge: <1. Da das für positive und negative / gilt, so folgt aus (46), daß sowohl {AR} 
wie {X&8°} mit x nach + oo gehen. Da aber das Produkt je eines ganzen Divisors aus 
(KRBT*) und (KV*) ein ganzer Divisor aus dem Produkt dieser Klassen, also aus (#°) 
ist, so muß auch {8°} mit x nach -+ oo gehen. Da das unmöglich ist, so ist die Annahme 
(45) falsch. 

5. Ist B® ein ganzer Punktdivisor, so gibt es in B mindestens einen Punktprimteiler 
V,, für den (B.,B) <O. 

Ist 3 durch (44) mit 4 > 0 gegeben, so ergibt sich dıe Behauptung daraus, daß 
nach 4. (3, ®) = ZA(V,9) <O. 

6. Der ganze Divisor E& habe mit dem Punktprimteiler B, keinen Schnittpunkt, und 
es sei das Geschlecht von 3, größer als Null, so daß 

. ze. 1 

(47) ,6)=0, 9) -1=, Bd); 0) 0. 
Ferner sei die Klasse (&) primitiv und 

(48) {& 22, (8,8) — (8,6) <d. 
Dann ist die Klasse (&) nicht regulär. 

Der Beweis werde indirekt geführt, es werde also angenommen, (E) sei regulär, so daß 

(49) = pP, +14+,9—-5(6, 9. 

a ) ) 


— 


Wegen (47) und (48) ıst 

(E, 9,8/E) = (LE, 8) — (E,C) <O. 
Da nach (48) {C} > 2 und da (€) primitiv, so ist daher {Q,/E} = 0, und es wird nach 
dem Riemann-Rochschen Satz 


(5! ze u 1 Bi 1 | an ei 
a, P. m,w) 
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oder wegen (47) und (49) 

(50) (+1. 
Da (8,, €) = 0 und da (E) als primitive Klasse nicht den Faktor ®, haben kann, so ist 
die Zahl der Bedingungen dafür, daß ein ganzer Divisor aus (EC) durch 3, teilbar ist, 
gleich A, und daher {&/8,.} = {& — 1. Das steht aber wegen (47) im Widerspruch zu 
(50). Die Annahme ist daher falsch und die Behauptung richtig. 

Im besonderen ergibt sich: Hat die Fläche F einen isolierten singulären Punkt, 
dessen Tangentenkegel ein von 0 verschiedenes Geschlecht hat, und ist W ein ebener 
Schnitt von F, so sind die Klassen (W*) für genügend großes positives A nicht regulär. 


Um das einzusehen, hat man nur in dem eben bewiesenen Satz C-W und A so 
groß zu wählen, daß (48) gilt. 


$ 12. Über die Picardsche Zahl oe und über Korrespondenzen. 


1. Satz I. Die Picardsche Zahl o ıst mindestens gleich 2. 
Es sei o= 1. Dann ist jeder Primteiler ® mit (PB, ®) + 0 eine Basıs, so daß es 
ganze Zahlen A, u, &, f, von denen A und « nicht O sind, so gibt, daß 


(51) Fr, MP, +0, a=#+0. 
Wegen 


folgt aus (51) durch Zusammensetzen mit 2 und M 
PR, P)=un +0, AM,P=An +0, AB = PM, PB) = 0. 
Die ersten beiden dieser Gleichungen widersprechen aber den beiden letzten, so daß, 
wie behauptet, 
(53) e22. 
2. K sei der Körper der rationalen Funktionen von x, y. 
Bei einfacher Stellendefinition in bezug auf x, y gilt für jeden Divisor Q 


aM, 

so daß jeder Divisor sogar rational mit 2 und M verbunden ist. Wegen (53) folgt 

Satz IL. /n einem rationalen Körper ist bei einfacher Stellendefinition die Picardsche 
Zahl o gleich 2. 

Da gr CM, so ist wegen (52), da hier n = 1 ist, (8, 8) =8. Für die Picardsche 
Invariante ergibt sich daher 

(54) T= (8,8) +oe=10. 
Da der Wert von TI unabhängig von der Stellendefinition ist, so folgt aus (54) wegen (53) 

Satz III. Der Grad (8, 8) der kanonischen Klasse (®) eines rationalen Körpers 
ist höchstens gleich 8. Die obere Grenze wird erreicht bei einfacher Stellendefinition. 

3. Es sei K=(A,B) gleich dem direkten Produkt der algebraischen Körper A, B 
der Dimension 1. 

Die Geschlechter von A und B seien a und b. Als unabhängige Veränderliche x, y 
von K sei eine Funktion aus A und eine aus B gewählt. Die Relativgrade von A und B 
in bezug auf x und y seien / und m, so daß der Grad von K in bezug auf x, y gleich 
n = Im ist. 


Die Stellen von K seien in folgender Weise definiert: Ist p eine Stelle von A mit 
der Ortsfunktion u und q eine von B mit der Ortsfunktion v, so ist $S = (p, q) eine Stelle 








PS 
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von K mit den Ortsfunktionen u, v. Die Definition ist, wenn Ä rational (a = b = 0) 
oder halbrational (a oder b = 0) ist, eine einfache, sonst die einfachste. 

Bildet man A auf die Stelle p ab, so geht K in den Körper einer Dimension ® = (p, B) 
über, der mit B identisch ist. Auf diese Weise entspricht jedem Primteiler p von A ein 
Primteiler ® von K mit der zugeordneten Funktion u. Wenn auch die Körper ® alle 
mit B identisch sind, so sind doch die Primteiler ® voneinander verschieden, da die 
Abbildung jedesmal eine andere ist. Die $ bilden ein Büschel <B>) des Geschlechtes a 
von Primteilern des Geschlechtes b. Ebenso entspricht jeder Stelle q von B ein Primteiler 
DO) von K, der einem Büschel <Q) des Geschlechtes 5 von Primteilern des Geschlechtes a 
angehört. Bezeichnet man die zu den Stellen p und q von A und B gehörenden Primteiler 
auch mit p und q, so kann man auch sagen, die Primteiler p und q von A und B sind 
gleichzeitig Primteiler B und DO von K. 

Da die Primteiler ® alle derselben nicht zerfallenden Schar angehören, so sind 
je zwei algebraisch miteinander verbunden, genauer, ihr Quotient ist ein Nulldivisor. 
Dasselbe gilt von den Q, so daß 


(55) "8%, Vedn. 
Daher haben für jeden fest gewählten Divisor T die Zahlen (T, ®) und (T, O) für alle 
P aus <PB) und alle DO aus (DQ) denselben Wert, so daß im besonderen (P’, P) = (%, 7), 
(0,0) = (9,08). Ein Primteiler ®,, der p, entspricht, geht durch die Stellen (p,, q), 
wo q die Stellen von 3 durchläuft, und nur durch diese. Daher ist ($,, $,) = 0. Ebenso 
folgt (DO, 0,) = 0. Die Primteiler P und DO treffen einander nur in der Stelle (p, q), und 
haben dort einen Schnittpunkt, da ihre zugeordneten Funktionen u und v sind. Also: 

6) (W,P=-RHPM=-I9, DV,DI)=-D,0)=0I, (PBO)=1. 

Da der Nenner | von x als Funktion aus A in / Primteiler p zerfällt, so besteht % 
aus / Primteilern ® und ebenso M aus m Primteilern Q, so daß 


(57) LP, MM”. 

Für den Fall, daß A = B, also auch a = b, d.h. daß A und 2 birational ineinander 
transformierbar sind, sei NW der Primteiler, auf den Ä abgebildet wird, wenn man ent- 
sprechende Stellen von A und B zusammenfallen läßt. Die Stellen von N sind also die 
Stellen (p, p) oder (q,q). Hieraus folgt: 

a) Wählt man als Ortsfunktionen u, v für zwei Stellen p und q, die einander ent- 
sprechen, Funktionen, die bei birationaler Transformation von A in B ineinander über- 
gehen, so ıst die zugeordnete Funktion von N für die Stelle (p, p) = (q, q) gleich v — u. 

b) Die Stellen von R entsprechen eineindeutig denen von A, so daß das Geschlecht 
von X gleich a ist. 

c) ® und N treffen einander nur an der Stelle (p, p), ebenso Q und N nur an der 
Stelle (q, q) und haben dort je einen Schnittpunkt, da $, DO, N die zugeordneten Funktionen 
u,v,v—u haben. Daher ist 

(98) (VRR =1. 

Sind f, und f, Divisoren aus den kanonischen Klassen von A und B, und bezeichnet 
ınan sie als Divisoren von Ä mit $, und 8,, so ist I R,8,. Da f, die Ordnung 2a — 2 
und f, die Ordnung 2b — 2 hat, so wird 


(59) ‘z ge 2 
Wegen (56) folgt hieraus 
(60) (KR) = Bla —1)(b—1). 
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Für den Fall, wo A = B, also a = b, werde noch (N, N) bestimmt. Da N das Ge- 
schlecht a und keine mehrfachen Stellen hat, so ist wegen (58) und (59) 

2a — 2 = (MNE = (NN) +4a—A, 
also 

(61) (NN) = 2— 2a. 

Es sei 9 ein Divisor aus K und p eine Stelle von A, der in Ä der Primteiler ® 
entspricht. Für ® = 0 geht 9 in einen Divisor h von ® über, der, da ® mit 2 identisch 
ıst, auch ein Divisor von B ist. Auf diese Art entspricht jeder Stelle p oder jedem Prim- 
teiler p von A ein Divisor D der Ordnung (9, $) von 3. In derselben Weise entspricht 
jeder Stelle q von B ein Divisor h’ der Ordnung (9, Q) von A. Allgemeiner entspricht 
jedem Divisor von A einer von B und umgekehrt. Diese Beziehung zwischen A und 3 
heißt die durch 9 vermittelte Korrespondenz zwischen A und B und sei mit C($) bezeichnet 
(vgl. für das Folgende auch [7], [8]). Das gilt auch dann, wenn in 9 Primteiler ® oder & 
vorkommen. Darauf sei nicht näher eingegangen. Ist im besonderen 9 = 1, so wird 
jedem Divisor von A der Divisor 1 von B zugeordnet und umgekehrt jedem Divisor von 
B der Divisor 1 von A. Im Falle A = B kann C'(9) auch als Korrespondenz von A auf 
sich aufgefaßt werden. 

| Versteht man unter dem Produkt zweier Korrespondenzen C(9,) und C(9,) die 
Korrespondenz C(9,9,), so daß 

(62) C(91) C(92) = C(91 98)» 
so bilden die C($) eine abelsche Gruppe, bei der C(1) die Einheit ıst. Einige Unter- 
gruppen von G seien hervorgehoben: Die Gruppen der C’(9), wo 

dl, Hl, HP, Hr PART, 
seien der Reihe nach mit G,, Ga, Ga, G, bezeichnet. G, existiert natürlich nur für A = BD. 
Rechnet man diejenigen Korrespondenzen als gleich, die der Gruppe G; angehören, so 
wird G auf G/G; reduziert. 

Ist o die Picardsche Zahl und sind 9,, Ds, - - -, ©, algebraisch unabhängige Divi- 
soren, so gibt es für jeden Divisor 9 ganze Zahlen 4, A,,: : ., A, wo A #0, so daß 


wo R Nulldivisor ist. Daraus folgt 
AH = CH" CD, CHOR). 


“2 
Sind $ und Ö je ein Divisor aus <'P) und <Q), so sind ® und DO algebraisch unabhängig, 
da nach (56) die Determinante ihrer Schnittzahlen gleich — 1 ist. Schließt man den Fall 
a=b= ( aus, also den Fall, wo Ä rational ist, so sind für A = B die Primteiler ®, O,N 
algebraisch unabhängig, da nach (56), (58), (61) die Determinante ihrer Schnittzahlen 
gleich 2a ist. Daher kann man wählen 


9'= 7 9,=°% wenn A=+B, 
und 


9-7 9-78 9% wenn A=B. 


Rechnet man also z.B. für A + B alle Korrespondenzen als gleich, dıe der Gruppe 6; 
"angehören, so erhält man alle verschiedenen C($) aus 


(5) = CH," C9,” CH, N: 
Nach der Theorie der Korrespondenzen bestehen folgende Sätze und Definitionen: 


a) Entspricht bei der Korrespondenz C($) einem Nulldivisor von A immer ein 
Divisor der Hauptklasse von B, so entspricht auch umgekehrt einem Nulldivisor von B 
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immer ein Divisor der Hauptklasse von A. Man sagt von einer solchen Korrespondenz, 
sie hat die Wertigkeit 0. 

b) Entspricht im Falle A = B beı der Korrespondenz C(9) einem Nulldivisor rt 
von A immer ein Divisor der Klasse (tr), wo die ganze Zahl » nicht von r abhängt, so 
entspricht auch jedem Nulldivisor 38 von B ein Divisor der Klasse ($””). Es ist zu beachten, 
daß für A = B jeder Divisor aus A auch Divisor aus B ist und umgekehrt. Man sagt 
von einer solchen Korrespondenz, sie hat die Wertigkeit v. 

c) Nach Hurwitz bestehen zwischen A und B nur dann Korrespondenzen ohne 
Wertigkeit, wenn A und B Besonderheiten haben, die sich als Gleichungen zwischen den 
Perioden der Integrale erster Gattung ausdrücken lassen. 

d) Hat die Korrespondenz C(9) die Wertigkeit », so besteht eine Äquivalenz 


(69) HM PR, 


wo P nur Primteiler ® und Q nur Primteiler Q enthält; es gilt also eine algebraische 
Aquivalenz der Form 


(64) SM z POr. 
Das gilt auch für » =. 

e) Besteht umgekehrt eine Äquivalenz der Form (63), so hat die Korrespondenz 
(9) die Wertigkeit ». 

Daraus ergibt sich: 

f) Hat C(9) die Wertigkeit », so hat C(HN’) die Wertigkeit 0. Ist 9, 9,, so 
haben die Korrespondenzen C(9,) und C(9,) dieselbe Wertigkeit, oder sie sind beide 
ohne Wertigkeit. 


Dafür, daß C(H) die Wertigkeit O0 hat, ist nach (64) notwendig, daß sich ganze 
Zahlen A, u so bestimmen lassen, daß der Divisor 


(65) T= HP 70” 

Nulldivisor ist. Nach $4, Nr. 3 ist dazu notwendig und hinreichend, daß 
(2, 7)=(M,T)= (2, 7)=(0, 

wofür man hier wegen (57) auch (%, T) = (Q, T) = (T, T) = O schreiben kann. In 
Anwendung auf (65) ergeben sich wegen (56) die Gleichungen 

(66) A= (9,9). a=(B,9), (8,8) — 28,9) — 20,9) + 2ru = 0. 
Setzt man 

(67) Z(9) = (9, 9) — AR, 9) (9,9), 
so folgt aus (66), daß sich A und « dann und nur dann so bestimmen lassen, daß T in 
(65) Nulldivisor wird, wenn Z(9H) = 0 ist. Für den Fall, daß 5 ein Primteiler ıst, hat 
Severi gezeigt, (vgl. [7], S. 61), daß aus Z(9) = 0 noch mehr folgt, nämlich, daß C(9) 
die Wertigkeit 0 hat, oder, was nach d) und e) dasselbe bedeutet, daß eine Äquivalenz 


der Form (63) mit » = 0 besteht. Hier soll bewiesen werden, daß dies auch gilt, wenn 9 
irgendein Divisor ist, also der 


Satz IV. Z(9) = 0 ıst die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
1.9 PFO*, daß also C (9) der Gruppe G, angehört. 
2. C(9) die Wertigkeit O hat, daß also 
(68) D- PR, 
wo P nur Primteiler aus <®) und Q nur solche aus <D) enthält. 


Den ersten Teil dieses Satzes haben wir schon bewiesen, und von dem zweiten den 
einen Teil, daß nämlich Z(9) = 0 notwendig für das Bestehen von (68) ist. Es bleibt 
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noch zu zeigen, daß aus Z($) = 0 oder, was damit gleichwertig ist, aus dem Bestehen 
einer algebraischen Äquivalenz der Form 


(69) = Pr 
folgt, daß C($) die Wertigkeit 0 hat, oder, was dasselbe bedeutet, daß eine rationale 
Äquivalenz (68) besteht. Die Äquivalenz (69) kann auch als rationale Äquivalenz 


(70) 9 FON 
geschrieben werden, wo R einen Nulldivisor bedeutet. Durch Vergleich mit (68) zeigt 
sich, daß der Satz bewiesen ist, wenn der folgende gilt: 

Satz V. Jeder Nulldivisor Raus K = (A, B) ist äquivalent zu einem Divisor der Form 

(71) Pr PR... Prof Of... De PQ. 

Das ist tatsächlich der Fall, wie wir zeigen wollen. Wie wir wissen, ist PQ dann 
und nur dann Nulldivisor, wenn (®, PQ) = (DO, PQ) = (PQ, PQ) = 0, also wegen (56) 
dann und nur dann, wenn 

(72) 2,=0, Z2ß,=)0. 
Sind p, und q, die ®, und O, in A und B entsprechenden Primteiler, so sind nach $ 1 


die Divisoren 


pp, Beggg 


dann und nur dann Nulldivisoren aus A und 2, wenn (72) gilt. Ist daher (r) Nullklasse 
aus A und (3) eine aus BD, so ist (rt) (8) = (13), aufgefaßt als Klasse aus Ä, eine aus 
K = (A, B). Nach $1 sind die Nullklassen aus A den Stellen der Riemannschen Mannig- 
faltigkeit M der Dimension a von A eineindeutig zugeordnet, und die Nullklassen von 3 
den Stellen der Riemannschen Mannigfaltigkeit N der Dimension b von B, so daß die 
Nullklassen von Ä, soweit sie die Form (t3) haben, den Stellen des Körpers V=(M,N) 
eineindeutig zugeordnet sind. Da die Dimension dieses Körpers gleich a + b, also gleich 
dem linearen Geschlecht y von Ä ist, so ist er die Picardsche Mannigfaltigkeit von Ä. 
Daraus ist zu vermuten, daß alle Nullklassen von Ä die Form (t3) haben, daß also jeder 
Nulldivisor von Ä einem Divisor der Form (71) äquivalent ist. Den Beweis zerlegen 
wir in einzelne Schritte. 

a) Bei der gewählten Definition der Stellen gibt es in Ä keine Punktprimteiler. 

Aus der Annahme, 3 sei ein Punktprimteiler, folgt (2,3) = (M, %) = 0 oder 
wegen (57) (B, 3) = (8, 3) = 0. Dann aber müßte ® sowohl ein Primteiler aus <B) 
wie aus <Q) sein, was nicht möglich ist. 


b) Der Rang der Klasse (RL’M’), wo R ein Nulldivisor aus ÄX sein soll, wächst 


mit x und ß über alle Grenzen. 
Das ergibt sich aus dem Riemann-Rochschen Satz. 


ce) Die Klassen (RL"M”) sind für genügend große a, ß primitiv. Nimmt man an, 
die Behauptung sei falsch, so gibt es einen Primteiler ®, der in allen Klassen (RL*M”) 
bei positivem x und ß auftritt, sodaß 


(73) REM = IRUMIN. 
Nach [8], S. 137 unten, gibt es Zahlen a,, ß, so, daß die Größen 


[REM = (REM — (REM, REMIN), 


RE°MYI/BI- REMIR — j (RE MIR, REM/AR) 
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für 2 0, ßP = ß, von x und ß unabhängig sind. Dasselbe gilt dann von ihrer Differenz, 
also wegen (73) von 


(REM,R)— - (B, ER) — alL, BO) + PM, B) — - (BRE), 


so daß (2,3) = (M, 3) = 0 sein muß, was nach a) nicht möglich ist. 

d) Die Klassen (RL*M”) enthalten für genügend große x, ß Primteiler. 

Nach ec) sind die Klassen (RL*M”) für genügend große x, ß primitiv, ihr Rang ist 
also mindestens gleich 2; nach b) kann er sogar beliebig groß angenommen werden. Wenn 


alle ganzen Divisoren einer solchen Klasse zerfallen, so bestehen sie aus Primteilern 
desselben Büschels und haben keine oder nur feste Schnittpunkte. Würde also keine 


der Klassen (RL*M”) einen Primteiler enthalten, so müßten auch die ganzen Divisoren 
der Klassen 

(REM) — (RAM) (MY) 
nur feste Schnittpunkte haben, wenn A> 0, u> 0. Dasselbe müßte dann von den 
ganzen Divisoren der Klassen (LM) gelten. Das aber ist sicher nicht der Fall, da in der 


Klasse (2?M“) unter anderen ganzen Divisoren die Zähler der Polynome von x, y des 
Grades (A, «) vorkommen. 

Nach diesen Vorbereitungen läßt sich der Beweis des Satzes V führen. Es sei WR 
irgendein Nulldivisor aus X und 9 ein Primteiler aus (RL*M”), so daß 

(74) RHLTMT, also HM P’ of". 

Da 9 Primteiler ist, folgt hieraus nach dem Satze von Severi, daß 9 einem Divisor der 
Form (71) äquivalent ist. Dann gilt aber wegen (74) dasselbe von R, da X aus Prim- 
teilern B und M aus Primteilern Q besteht. 

Dieser Beweis ist gewiß nicht schön. Schöner wäre es, wenn man den Satz unmittel- 
bar aus der Tatsache ableiten könnte, daß die Picardsche Mannigfaltigkeit von A = (A, B) 
gleich dem direkten Produkt aus den Riemannschen Mannigfaltigkeiten von A und B ist. 

Aus dem Bewiesenen ergibt sich allgemeiner: 

Satz VI. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Korrespondenz 
C(9) die Wertigkeit v hat, ist Z(HN”) = 0. 

Die Sätze IV und VI lassen sich auch in der Form aussprechen: 

Satz VII. Die Gruppe G; enthält die Korrespondenzen der Wertigkeit Ö und nur diese. 

Satz VIII. DieGruppe G, enthält die Korrespondenzen mit Wertigkeit und nur diese. 

Bestehen zwischen den Körpern A und B nur Wertigkeitskorrespondenzen, so gilt 
hiernach für jeden Divisor 9 aus X=(A,B) entweder 9 = PO odrHge FAN”, 
je nachdem A # B oder A = B. Da, wie schon oben nachgewiesen, im ersten Falle % 
und Q und im zweiten ®, Q und NR algebraisch nicht verbunden sind, so folgt: 

Satz IX. Bestehen zwischen den Körpern A und B nur Wertigkeitskorrespondenzen, 
so ist die Picardsche Zahl o des Körpers K = (A, B) bei einfacher oder einfachster Stellen- 
definition gleich 2, wenn A + B, und gleich 3, wenn A=B. 

Da, wie wir bewiesen haben, aus 9 = POINT” umgekehrt folgt, daß C($) eine 
Wertigkeitskorrespondenz ist, so ergibt sich 


Satz X. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwischen A und B 
Korrespondenzen ohne Wertigkeit bestehen, ist, daß die Picardsche Zahl o des Körpers 
K=(A,B) bei einfacher oder einfachster Stellendefinition größer ist als 2, wenn A#B, 


und größer als 3, wenn A=B. 
Journal für Mathematik. Bd. 180. Heft 4. 3 
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Zum Schluß sei noch der Fall betrachtet, wo das Geschlecht a von A gleich 0 ist, 
während 5 > 0, wo also Ä halbrational ist. In diesem Fall haben alle Korrespondenzen 
zwischen A und B die Wertigkeit 0. Denn einem Nulldivisor von 2 entspricht in jeder 
Korrespondenz ein Nulldivisor von A; dieser gehört aber immer der Hauptklasse an, 
wenn A vom Geschlechte 0 ist. Daher ist in halbrationalen Körpern die Picardsche 
Zahl o bei einfacher Stellendefinition gleich 2. Wegen (60) hat also die Picardsche In- 
variante den Wert 

(75) T= (8,8) +oe=10—8b. 

Da TI bei Stellentransformation invariant ist und immer o 2 2, so folgt 
Satz XI. In einem halbrationalen Körper des Geschlechtes b= — p, güt für den 


Grad ($, 8) der kanonischen Klasse ($) 
(76) (KR) S81 —b)=8p, +1); 


das Gleichheitszeichen steht bei einfacher Stellendefinition. 


$ 13. Über Büschel von Primteilern. 

Definition. Ist a = (a;.) eine quadratische Matrix, so wollen wir sagen, sie zerfällt 
vollkommen, wenn sie aus zwei quadratischen Matrizen diagonal zusammengesetzt ist 
und die übrigen Elemente Nullen sind, oder wenn sie durch Vertauschung der Zeilen 
und dieselbe Vertauschung der Spalten auf diese Form gebracht werden kann. 

Hilfssatz. Die quadratische Matrix a = (ax) der Ordnung r habe folgende Eigen- 
schaften: 

5. di = (ki, 

2. Air > 0 für L = k, 

3. Die Gleichung xa = O hat eine Lösung x mt «> Od fürı=1,2,...,r. 

Dann zerfällt a dann und nur dann vollkommen, wenn der Rang von a höchstens 
gleich r— 2 ıst. 

1. Es zerfalle a vollkommen. Die Anordnung der Elemente von a sei so gewählt, 


daß a aus den Matrizen a, und a, der Ordnung r, und r, diagonal zusammengesetzt ist. 
Ist a = (aM), a®), wo a) die ersten r, und a die letzten r, Elemente von x enthält, 


so folgt aus xa=0, daß aa, = 0, „9a, = 0. Wegen x; > 0 hat daher a; höchstens 
den Rang r; — 1 und a höchstens den Rang , — 1+nr,—1=r—2. 

2. Die Matrix a zerfalle nicht vollkommen. Um zu zeigen, daß ihr Rang dann gleich 
r — 1 ıst, genügt es nachzuweisen, daß aus einer Gleichung fa = 0 folgt, daß die /; den 
x; proportional sind. Zur formalen Vereinfachung sei gesetzt 


(77) ln A=ny- 
Wegen > 0, ax Z0 für ı Fk ıst auch cr Z0 für ı #=%k. Nach Voraussetzung und 
nach Annahme bestehen dann die Gleichungen 

++ + mr=0, 
Yıatyıa rt tyra: 
aus denen durch Elimination der c;; folgt 
Nat rn Nat rad 
(78) Met Nat rm NY): 


(Yı = Y,)Cı, r (Y, Ci Y,) 69 ; a + (Y,_ı Ir Y,)C_ır =. 
Die Anordnung der Elemente von a sei so gewählt, daß 
Yı s Ya < a Y,° 
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Es sei etwa „=y,=''=y,„>Yy,füri>A Dac,>0 für i+k, so ergibt 
sich aus den ersten A Gleichungen (78) 
a=0 für i>A,ksia 
und hieraus wegen (77), da «; > 0, 
==) Tr ı > A KkSA. 
Das aber bedeutet, daß a vollkommen zerfallen würde, wenn nicht A=r ist. Daher 
muß A=r sein, so daß die y, alle einander gleich sind. Bezeichnet man diesen gemein- 


samen Wert mit ö, so ist nach (77) ß,= ö«,, so daß die £, den x, proportional sind. 


Die Matrix a hat daher genau den Rang r— 1. Das gilt auch, wenn ö = 0 sein sollte. 

Es sei (PB) ein Büschel des Geschlechtes p von ganzen Divisoren, die i. a. Primteiler 
sınd. Es soll also nicht ausgeschlossen sein, daß endlichviele der Divisoren ® zerfallen. 
Von den Primteilern, die ganze Divisoren aus (®) sind oder in einem der zerfallenden ® 
enthalten sind, sagen wir, sie gehören zu <®). Der Körper, dessen Stellen p die Divisoren 
aus (P) eineindeutig zugeordnet sind, heiße Ä,. Da ÄK, in Ä enthalten ist, so kann 
man eine Funktion aus Ä, als die eine unabhängige Veränderliche x wählen, so daß K, 
alle die Funktionen von X enthält, die nur von x abhängen. Das Geschlecht von Ä, ist p. 
Für p > 0 haben die Divisoren aus (PB) keine Schnittpunkte. Wenn p = 0, können sie 
feste Schnittpunkte haben. Durch passende Abänderung der Stellendefinition kann man 
diese zum Verschwinden bringen. Es werde ausdrücklich vorausgesetzt, daß <P)> keine 
Basispunkte hat. 

Für zwei Divisoren ® und ®P’ aus <P®) und für jeden Divisor € gilt (vgl. $ 12), 


(79) BBP)=- PB P=0, (BO= (Po). 
Ist ®, einer der zerfallenden Divisoren aus (<%), und ist etwa 
(80) BU U, 0,>0, 


so ist (U, %) = 0, da %, keinen der anderen Divisoren ® trıflt. Wegen (79) gilt das auch 
für BP = %,. Wenn ® von %, verschieden ist und auch zerfällt, so folgt aus (U, P) = 0, 
daß auch (W;, X) = 0, wenn X ein in ® enthaltener Primteiler ist. Also: 

T, sei ein zerfallender Divisor aus <P) und durch (80) gegeben. Ferner sei %, 
ein von ®, verschiedener Divisor aus <P) und T, ein Divisor, der nur Primteiler enthält, 
die in ®, vorkommen, der also im besonderen eine Potenz von ®, ist, wenn ®, Primteiler 


ist. Dann gilt 

(81) (AUP)= A, R)= (A T)=0. 

Da %, stetig in einen Primteiler R übergehen kann, so müssen die W; durch Schnitt- 
punkte miteinander zusammenhängen. Das bedeutet, die Matrix a = (a;.) der Schnitt- 
zahlen (W;, U) = ax = ag zerfällt nicht vollkommen. Da für + die Zahl a; als 
Zahl der Schnittpunkte zweier verschiedener Primteiler nicht negativ sein kann, da ferner 
nach (80) und (81) aa = (0, so folgt aus dem Hilfssatz, daß a den Rang r— I hat. Aus 
einer Gleichung ßa = 0, in der die f; nicht alle O0 sind, ergibt sich daher, daß die ß, 
den x; proportional sind. Damit können wir beweisen: 

Satz I. Ist <®) ein Büschel ohne Basispunkte von ganzen Divisoren, die ı.a. Prıim- 
teiler sind, ist ferner T ein Nulldivisor, der nur Primteiler enthält, die zu <> gehören, so 
gıbl es eine ganze Zahl A so, daß 


(82) T = iR. Br wo Zu=0 


o*rı m—1 ? i 
und wo die ®, ganze Divisoren aus <P) sind. Umgekehrt ist jeder Divisor T, für den eıne 


Gleichung der Form (82) besteht, ein Nulldivisor. 
31* 
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Der zweite Teil dieses Satzes ergibt sich daraus, daß nach (79) und (82) für jeden 

Divisor & gilt 
(6, I) = 4(E, T) = (CE, P) Er; = 0. 

Zum Beweise des ersten Teils sei T in der Form geschrieben 

(83) T= dr,’ Io, 
wo %, nur Primteiler aus dem Divisor ®, von <®) enthalten soll. ®%, sei durch (82) 
gegeben, und es sei 

= MU. 


Da T Nulldivisor ist, so ist (U, T) = 0, woraus wegen (81) und (83) folgt, daß 
(6, T,) = 0 oder fa = 0. Hieraus aber ergibt sich, daß es ganze Zahlen o, und A, so 


gibt, daß P = > a, also T) = %,. Ebenso folgt, daß es ganze Zahlen o, und }, so 
0 


gibt, daß Ti — Pi. Versteht man unter A das kleinste gemeinsame Vielfache der 


}:, so ergibt sich hieraus eine Darstellung der Form (82) für r. 

Zusatz1. Ist %, ein zerfallender Divisor aus <B), so sind die ın ®, enthaltenen Prim- 
teıler algebraisch nicht verbunden, oder, was dasselbe besagt, man kann aus ıhnen keinen Null- 
dıivısor bilden. 

Wäre nämlich T ein solcher Nulldivisor, so müßte eine Gleichung der Form T’ = B, 
bestehen, wobei 7, = 0 sein müßte. 

Zusatz 2. Sind in dem Büschel <%) ohne Basispunkte & Divisoren enthalten, die zer- 
fallen, und ist ® die Gesamtzahl der in diesen enthaltenen Primteiler, so ist die Zahl der 
algebraisch unabhängigen Primteiler, die zu <B) gehören, gleich &— 9 +1. 

Zusatz 3. Die Zahl der linear unabhängigen Nulldivisoren, die man aus den Prim- 
teilern bilden kann, die ın den m Divisoren PB, PB, +: -, P,_, aus (PB) enthalten sind, 


ıst m—A. Z.B. sind 
R, 
= 
®, 


(84) = i=1,2,..,m—1, 
m —-1 solcher Nulldivisoren. 

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daß <®) ein Büschel ohne Basispunkte sein 
muß und daß die Divisoren ® ı.a. Primteiler sein müssen. 

Bemerkung 1. Daß Satz 1 nicht richtig ist, wenn <%) Basispunkte hat, zeigt das 
folgende Beispiel. Ä sei der Körper der rationalen Funktionen von x, y, und (®) bestehe 
aus den Zählern der Funktionen 


x — y? — Er, 
wo £ der Parameter des Büschels sein soll. Die Divisoren ® sind hier i. a. Primteiler. 


Es gibt aber zerfallende unter ihnen; so besteht der &= 0 entsprechende Divisor ®, 
aus den Zählern von x + y und x — y, die mit X, und W, bezeichnet seien, so daß 
Po = AN;. 

Der Divisor T = W,/A, ist Nulldivisor, da T gleich der Funktion (x + y)/(x — y) aus K 
ist. Für T besteht aber keine Gleichung der Form (82). Das Büschel <®) hat aber auch 
Basispunkte. 

Bemerkung 2. Der Exponent A in (82) kann größer als 1 sein, wie das folgende Bei- 
spiel zeigt. A = (x, y,z) sei definiert durch 

3 





3 
<= V@—A)y+Yyit+y. 
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Man kann hier so uniformisieren, daß keine Punktprimteiler auftreten. z. B. 

bei =1,y=0 mit r—i=ud, y=v%, 

bei x=1, y=o mit —1l=u?, y= v7". 
K, seı der Körper, der die nur von x abhängenden Funktionen enthält, also hier der Körper 
der rationalen Funktionen von x. Das Büschel <B) besteht dann aus den Zählern der 
Funktionen x — a, wobei a den Parameter des Büschels darstellt. Die Zähler von x + 1 
und 2 — 1 seien ®, und ®,. Sie sind die dritten Potenzen von Primteilern, die mit X, 


und %, bezeichnet seien, so daß ®, = 4; und 
(85) u 


Der Divisor T = A,/A, ist Nulldivisor. Aus (85) ergibt sich, daß hier die Zahl A in der 
Darstellung (82) gleich 3 ist. 

Satz II. <®B) sei ein Büschel ohne Basispunkte von ganzen Divisoren, die i. a. Prim- 
teıler sınd, und K, sei der Körper, dessen Stellen die Divisoren von (B) eineindeutig zugeord- 
net sind. Ist dann w ein einfaches Integral aus K, das nur logarithmisch unendlich wird, 
und zwar nur längs solcher Primteiler, die zu (®%) gehören, so läßt sich w als Summe eines 
Integrals dritter Gattung von K, und eines Integrals erster Gattung von K darstellen. 


Die Primteiler, längs deren w unendlich wird, seien in den m Divisoren 
(= 0,1,..,m—1) 


von <®) enthalten. Aus den Primteilern lassen sich genau m — 1 linear unabhängige 
Nulldivisoren bilden, z. B. die Divisoren (84). Ist daher w, ein einfaches Integral von Ä, 
das unendlich wird wie log R;, so lassen sich nach $ 9 die Konstanten c; so bestimmen, 
daß 
Op = CıW + Col, ++ Mm Um 

genau so unendlich wird wie w, so daß w — u, = I ein lineares Integral erster Gattung ist. 
Die Integrale w, lassen sich aber als Integrale von Ä, wählen. Ist nämlich p; die Stelle 
von K,, der ®%;, entspricht, so kann man für ı, ein Integral dritter Gattung nehmen, 
das zu X, gehört, und das an den Stellen p, und p, logarithmisch unendlich wird mit den 
Residuen + 1 und —1. Dann ist w, auch ein Integral aus Ä, und aus w= uw, + I 
folgt die Behauptung. 


$ 14. Notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, 
daß ein Divisor der Hauptklasse angehört. 

Es soll folgender Satz bewiesen werden: 

1. <®P) sei ein Büschel ohne Basispunkte von ganzen Divisoren, die bıs auf endlich- 
viele Ausnahmen Primteiler sind. Der Divisor R gehe für = 0 in den Divisor ı des 
Körpers B über. Güt v1 für jeden ganzen Divisor PB aus (PB), so ist 

(86) RT, 
wo T nur zu <W) gehörende Primteiler enthält. 

2. & sei ein nicht zu <W) gehörender Primteiler. Der Divisor R erfülle die unter 1. 
angegebenen Voraussetzungen; ferner sei er Nulldivisor und gehe für & = 0 in einen Divisor 
der Hauptklasse des Körpers & über. Dann gibt es eine ganze Zahl u so, daß 


(87) Mm. 


3. Der Körper, dessen Stellen die Divisoren aus <®) eineindeutig zugeordnet sind, 
sei K,. Er ist Unterkörper von K und daher auch von E, wenn E nicht zu <P)> gehört. Hat R 
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die unter 1. und 2. geforderten Eigenschaften, und gilt von jeder Funktion des Körpers &, 
von der eine ganzzahlige Potenz zu K, gehört, daß sie selbst K, angehört, so ist 


(88) Am. 
Der erste Teil des Satzes stammt von Severi ([2], S. 14, Satz VI). 


Der Körper K, sei der Körper der Funktionen von K, die nur von x abhängen. 
Entspricht ® der Stelle p von Ä,, so geht R für P = 0 in einen Divisor t(p) des Körpers ® 
über, der durch p eindeutig bestimmt ist, und der nach Voraussetzung eine Funktion aus ®, 
also eine rationale Funktion r von y, 2 ist, so daß 

(89) up) = r(y, 2; pP). 

Die Koeffizienten von r hängen von p ab. Da r(p) eindeutig durch p bestimmt ist, so 
kann sich die Funktion r nur um einen allein von x abhängenden Faktor ändern, wenn p 
einen geschlossenen Weg in X, durchläuft. Dasselbe gilt dann von den Koeffizienten von r, 
und zwar müssen die Koeffizienten des Zählers alle denselben Faktor aufnehmen und eben- 
so die des Nenners. Da es bei r auf einen nur von x abhängenden Faktor nicht ankommt, 
so kann man annehmen, daß sowohl im Zähler wie im Nenner ein Koeffizient gleich 1 ist. 
Dann darf r sich überhaupt nicht ändern, so daß die Koeffizienten Funktionen aus Ä, 
sein müssen. Da Ä, Unterkörper von K ist, so ist r auch Funktion aus Ä und werde als 
solche mit A(x, y, 2) bezeichnet. 


Setzt man 

(90) Rx, Y, 2) ne RT", 
so gilt für P= 0 

R=r(y,2,p)>u(p), Rp), 
also 
T->1. 

Es sei T = 8/9, wo ® und S ganze teilerfremde Divisoren sein sollen, so daß (®, 9) 
endlich ist. Da T für ® = 0 in 1 übergeht, so müssen & und 9 für ® = 0 zu demselben 
Divisor des Körpers ® werden; es muß also $ durch die Schnittpunkte von ® und ® 
gehen. Da das für jeden Divisor ® aus <®) gilt, so würden & und 9 unendlich viele 
Schnittpunkte haben, wenn ® und ® einander schneiden würden. Daher haben ® und ® 
und ebenso 9 und ® keine Schnittpunkte, so daß & und 9 für ® = 0 in 1 übergehen. 
Dasselbe muß dann für jeden in ® und 9 enthaltenen Primteiler gelten, da &© und 9 


ganz sind. Daraus aber folgt, daß © und 9 und also auch T nur Primteiler enthalten, 
die zu <‘%) gehören. Damit folgt aus (90) der erste Teil des Satzes. 


Ist R Nulldivisor, so gilt nach (90) dasselbe von 7, da R als Funktion aus Ä gewiß 
Nulldivisor ist. Da T nach dem eben Bewiesenen nur Primteiler enthält, die zu (®) 
gehören, so besteht nach Satz I in $13 eine Gleichung der Form (82). Ist daher p, 


der Primteiler von Ä,, dem ®, entspricht, so geht T für € = 0 in den Divisor 


(91) = pop par 
über, da Ä, Unterkörper des Körpers € ist. Nach Voraussetzung ist t gleich einer Funk- 
tion t des Körpers €. Nach (91) ist * ein Divisor aus K,. Die zu t” in bezug auf X, 
konjugierten Funktionen sind daher mit t” identisch. Ist also » der Grad von C in bezug 
auf Ä,, so ist die Norm von t* in bezug auf K, gleich !”. Diese ist aber eine Funktion 


aus Ä, und also damit auch aus X, so daß t” = t” 1 als Divisor von K. D.h. es ist 


T” 1. Für u = Av ergibt sich daher aus (86) die Behauptung (87). 
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Wie sich eben ergeben hat, ist T* eine Funktion s aus Ä,. Sie wird nicht geändert, 


wenn man & = Osetzt. Dabei geht T in die Funktion t aus € über, so daß {” = s. Nimmt 
man an, daß die unter 3. angegebene Voraussetzung gilt, so folgt hieraus, daß schon 
selbst in X, liegt, also auch in X. Dann aber ist t als Funktion aus Ä gleich T, so daß 
Tm1. Aus (86) folgt so (88). 

Nach dem Beispiel in $13 kann der Faktor A in zu = Ar von 1 verschieden sein. 
Daraus schon folgt, daß die Voraussetzung unter 3. notwendig ist. Das folgende Beispiel 
zeigt, daß auch » größer als 1 sein kann. 

Es sei 





5, = Va) —8)y, &=Vla— eo) (2) y, 

‘= V(x— e)) (2. — &) (7 — 8) (7 — &), 2= 8, + So. 
Der Körper X = (x, y, z) enthält E, &,, &,. K, sei der Körper, der die nur von x abhängen- 
den Funktionen enthält; also der Körper (x, &). Für konstantes a zerfällt der Zähler 
von 2 —.a, den beiden Werten entsprechend, die & für z= a annımmt, in zwei Prim- 
teiler des Büschels <®), die ı. a. verschieden sind. Sie fallen zusammen für a = e;; der 
Zähler von © — e; sei ®;. Der Divisor T= %,/®, enthält nur Primteiler, die zu (%) 
gehören. Er ist ferner Nulldivisor, da T? = (x — e,)/(x — e,) eine Funktion aus Ä ist. 
Als Primteiler € sei der Zähler von y— 1 gewählt. Für € = 0 geht T in eine Funktion 


aus E über, nämlich in die Funktion Yx 
hiervon gehört Ä, an, so daß hier » = 2. 

Zum Schluß sei noch an einem Beispiel gezeigt, daß man die Voraussetzung, daß 
(oder T) Nulldivisor ist, ausdrücklich den anderen hinzufügen muß. A sei definiert durch 





e/'Yx—e,. Aber erst die zweite Potenz 


= Y1 + 2%. 
Setzt man 
!=-rh,y=-y\ı, 1. =yz=J+y”% „= rz=Yr?+ 3%, 

so ist auch A = (x, y,3). Bei x= y’= 0 und bei 2’ = y= 0 hat die Verzweigungs- 
kurve in bezug auf x, y einen Doppelpunkt. Diese Stellen des Körpers (r, y) sind durch 
je eine Elementartransformation aufzulösen. Dadurch entstehen in Ä zwei Punktprim- 
teiler ®, und ®,; es gehöre 3, zur= y=0undd,;,zur=y=0. %, ist in L, und M, 
%, in Y und M, enthalten, und zwar in der ersten Potenz. Außerdem seien noch folgende 
Primteiler durch die zugehörigen Abbildungen definiert: 

Y,:7>0, z-+1, W:r>0, 2>-—1, 

B,:49>0, 2>- +1, B:y>0, z>-—1. 

K, sei der Körper der rationalen Funktionen von x und A, der der rationalen 
Funktionen von y. Die den Stellen von Ä, und Ä, zugeordneten ganzen Divisoren ® 
und & mögen die Büschel <P) und <Q) bilden. Die ® und die OÜ sind i. a. Primteiler. 
Ausnahmen sind z. B. die Zähler 2, und M, von x und y; es ist 

% = BAR, M, = BBı2:.- 
Wir betrachten die Funktion 

(92) H=-— 

P und Ö seien je ein Primteiler aus <®) und <O). Für P = 0 geht N; in 1 über und für 
DQ—=0 wird B; zu 1. B; gehe für P = 0 in b; und N; für Q = (in a; über. Dann gilt 
bi ar 


=t fü ?=0, H-<>=v für 8=0. 
b> dp» 


H- 
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Da r, und r, aus einer Funktion von K hervorgehen, so ist »4in Bund z 1 ind. 


Der Divisor R—= W/A wird für P = 0 konstant, also 1 und für & = 0 zu 1,=4. Da 
das für alle ® und für alle O gilt, so muß nach dem ersten Teil des in diesem Paragraphen 
bewiesenen Satzes AR sowohl einem Divisor äquivalent sein, der nur Primteiler enthält, 
die zu <®) gehören, wie auch einem mit nur Primteilern, die zu (OO) gehören. Daß das tat- 
sächlich der Fall ist, ergibt sich einmal aus der Definition von R und dann aus der Glei- 


chung (92), nach der AR 8/81. Wählt man für & irgendeinen Primteiler I aus (DO), 
so geht, wie wir gesehen haben, R für € = 0 in einen Divisor der Hauptklasse von DO = & 
über. Es ist aber gewiß keine Potenz von Rin Ä, enthalten. Denn sie müßte eine ratio- 
nale Funktion von x sein, die für x = 0 gleichzeitig O0 und oo würde. Daher kann ®Rt kein 
Nulldivisor sein. Man findet auch, worauf hier nicht eingegangen sei, daß (R,R) = — 8. 
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